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DEUXIÈME PARTIE. 



CHAPITRE PREMIER. 



1. Frottement, — Lorsqu'on fait glisser deux corps Tun sur 
l'autre tangenliellement à leurs surfaces, il se développe aux 
points de contact, dans le sens du chemin parcouru, une ré- 
sistance qui provient de ce que les aspérités de Tun des corps 
s'engagent dans les parties rentrantes de l'autre. Ainsi le frot- 
tentent est la résistance qui s*oppose au mouvement de deux 
corps assujettis à glisser l'un sur l'autre. 

On distingue deux sortes de frottements : i" le frottement de 
glissement; 2° le frottement de roulement. Le premier se 
manifeste quand les deux corps glissent l'un sur l'autre, et le 
second quand ils roulent. Il est 'évident que, si l'on considère 
le frottement de glissement, les points de contact primitifs 
sont constamment à des distances différentes des nouveaux 
points de contact, tandis que, dans le frottement de roule- 
ment, ces distances sont sans cesse les mêmes. « Toutefois, 
dit M. Morin, comme le moi frotter implique l'idée de glisse- 
ment, le nom de frottement est improprement appliqué à la 
rési.stance qui se développe quand les deux corps roulent l'un 
sur l'autre, et il convient mieux de la désigner sous le non) de 
résistance au roulement, » 

Méc. £). ~ n. X 
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Le frouemenl ne doit pas être confondu avec Vadhérence, 
qui n'est autre chose que la résistance opposée à la séparation 
de deux corps en contact, dont les surfaces sont enduites 
d'une substance visqueuse. Dans ce cas, la résistance ne dé- 
pend nullement de la pression exercée, mais bien du nombre 
des parties en contact, c'est-à-dire de l'étendue totale des sur- 
faces, tandis que pour le frottement, ainsi que les expériences 
de M. Morin l'ont établi, le contraire a lieu. 

Amontons est le premier qui se soit occupé de la recherche 
des lois et de Tiniensité du frottement, a II crut trouver, dit 
Coulomb, que cette résistance était indépendante de l'étendue 
des surfaces en contact, et que pour le bois, le fer, le cuivre 
et le plomb enduits de saindoux, elle était égale au tiers de la 
pression normale exercée, ce qui est beaucoup trop considé- 
rable. » 

Ces deux lois, soupçonnées plutôt qu'établies par Amontons, 
ont été niées par Musschenbroek et par le D*" Vince. 

2. Expériences de Coulomb. — Des expériences plus com- 
plètes ont été faites, en 1781, par Coulomb, à l'arsenal de Ro- 
chefort. A cet effet, il s'est servi d'un appareil composé de 
deux traverses en bois, longues de 6 pieds et disposées hori- 
zontalement à 3 pouces l'une de l'autre. Un traîneau chargé de 
poids pouvait glisser sur ces deux pièces; une corde attachée 
à ce traîneau passait sur la gorge d'une poulie de renvoi et se 
terminait par un plateau de balance. Le traîneau étant chargé, 
il suffisait de mettre dans le plateau des poids numérotés en 
quantité suffisante pour produire le mouvement. A l'aide de 
ces dispositions. Coulomb a pu faire varier à volonté: 1® la 
charge du traîneau; 2*» la nature des substances froilanies, en 
plaçant sur les traverses, et au-dessous de la caisse, les corps 
que l'on voulait soumettre à l'expérience; 3° la grandeur des 
surfaces, en augmentant ou en diminuant à volonté l'étendue 
de la surface par laquelle le traîneau s'appuyait sur les deux 
pièces de bois. 

Ce physicien reconnut ainsi que la résistance qui s'oppose 
au glissement n'est pas la même au moment du départ et pen- 
dant le mouvement : la première est plus grande que la se- 
conde; mais il put constater que, dans les deux cas, le frotte 
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menl est proportionnel à la pression normale exercée. Dans 
ses conclusions, il apporta celle reslriciion, que le frottement 
dépendait en partie de l'étendue de la surface en contact. Il 
semblerait donc résulter des observations de Coulomb que la 
valeur du frottement se composerait d'une quantité propor- 
tionnelle à la pression, dans un rapport constant pour les 
mêmes corps, et d'une autre proportionnelle à l'étendue de 
la surface en contact, qui ne serait autre chose que l'adhé- 
rence. 

Avec une montre indiquant les demi-secondes, il estima 
approximativement les temps employés par le traîneau à par- 
courir les deux moitiés de la course et crut ainsi reconnaître 
que le mouvement était uniformément accéléré, par suite 
que le frottement était indépendartt de la vitesse. Le peu de 
précision de ses moyens d'observation ne permettant pas à 
Coulomb d'établir formellement une loi, il manifesta des 
doutes dans certains cas, et surtout pour les métaux glissant 
les uns sur les autres, ou pour les bois avec ou sans enduit. 
Nous ferons encore observer que, dans ses expériences, ce 
physicien considérait la tension de la corde comme sensible- 
ment égale au poids du plateau et de sa charge, ce qui est 
inexact. Ainsi l'on peut dire que Coulomb, par intuition plutôt 
que par déduction, a reconnu les lois du frottement. Malgré 
le vague qu'a dû laisser dans son esprit ce mode défectueux 
d'expérimentation, il a constaté que, pour les corps compres- 
sibles^ le frottement, au moment du départ ou après un contact 
de quelque durée, est plus considérable que pendant le mou- 
vement. 

I)e plus il a reconnu que généralement le frottement est • 
1° proportionnel à la pression normale exercée; 2" indépen- 
dant de V étendue des surfaces en contact; 3" indépendant de 
la vitesse du mouvement, sauf quelques restrictions. 

3. Expériences de M, Morin. — Tel était l'état de la question, 
lorsque M. Morin, en i83i, entreprit, à Metz, de vérifier ces 
expériences et de les étendre aux corps et aux enduits em- 
ployés dans les constructions. Le peu d'étendue de la course 
du traîneau dans les expériences de Coulomb, et par consé- 
quent la faible variation de la vitesse avaient laissé quelque 
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incertitude sur )a troisième loi. M. Morin s'est ménagé des 
courses de 3 à 4 mètres et a pu ainsi faire varier considérable- 
ment la vitesse. Au moyen d'un instrument fort ingénieux, 
il a pu encore trouver directement la loi géométrique du mou- 
vement, et l'etfort exercé à chaque instant aux différents points 
du chemin parcouru. Voici d'ailleurs en quoi consiste l'ap- 
pareil qui a servi aux expériences de Metz. 

Sur un sol dallé, M. Morin avait solidement établi un banc 
composé de deux poutres en chêne parallèles MN (Jig. i) de 

Fis- .. 



8 mètres de long et de o^jSo d'équarrissage. De mètre en 
mètre, ces pièces de bois étaient reliées entre elles par des 
semelles. Elles dépassaient de i^^iSo le bord delà fosse oit 
descendait le poids moteur P et étaient assemblées à quatre 
montants verticaux, entre lesquels était disposé un appui ser- 
vant à supporter la poulie de renvoi p d'une corde fixée hori- 
zontalement au traîneau Q. A l'extrémité de cette corde était 
suspendue une caisse destinée à recevoir les poids nécessaires 
pour communiquer le mouvement. Entre la corde et le traî- 
neau, il avait interposé un dynamomètre a style, faisant con- 
naître la tension de la corde au départ et à chaque instant du 
mouvement. 
Sur l'axe de la poulie de renvoi était monté un disque de 
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cuivre recouvert d'une feuille de papier. Un mécanisme d'hor- 
logerie imprimait un mouvement uniforme à un st^^le disposé 
sur un plateau en regard du disque circulaire. Ce style, formé 
d'un crayon ou d'un pinceau imbibé d'encre de Chine, décri- 
vait une circonférence de cercle d'un rayon égal à 0^,07. Sur 
la caisse contenant le poids moteur, on pouvait placer deux 
autres caisses contenant aussi des poids et, au moyon de ta- 
quets, on se réservait la faculté de pouvoir arrêter ces deux 
caisses. Cette disposition permettait d'obtenir avec une seule 
caisse un mouvement accéléré et avec les trois caisses un 
mouvement d'abord accéléré puis uniforme ou relardé, sui- 
vant que le poids de la caisse était capable de vaincre le 
frottement du traîneau sur le banc ou lui était inférieur. 11 
est aisé de comprendre que, le siyle étant immobile et le 
disque en cuivre tournant avec la poulie de renvoi sous l'ac- 
tion des poids moteurs, la pointe du style traçait sur la feuille 
de papier qui recouvrait le disque une circonférence de rayon 
égal à la dislance de la pointe du style à l'axe de la poulie 
de renvoi. Lorsque, au contraire, la poulie ne tournait pas 
et que le style mis en contact avec le disque de cuivre rece- 
vait le mouvement uniforme de l'appareil d'horlogerie dont 
il a été question, la pointe du style décrivait sur la feuille 
de papier une circonférence de ©",07 de rayon. Enfin, si la 
poulie de renvoi et le style tournaient en même temps, de la 
simulianéité de ces deux mouvements résultait une courbe 
représentant la loi géométrique du mouvement de la poulie 
ou du traîneau, puisque les angles de déplacement du style 
sont proportionnels aux temps et les angles de déplacement 
du disque de cuivre proportionnels aux chemins décrils par 
un point quelconque de ce disque ou, ce qui est la môme 
chose, aux espaces parcourus par le traîneau. La courbe ainsi 
obtenue était à coordonnées polaires. M. Morin l'a transformée 
en une autre rapportée à des axes rectangulaires, en prenant 
pour abscisses des longueurs proportionnelles aux angles dé- 
crits par le plateau de cuivre, c'est-à-dire aux chemins par- 
courus par le iraîneau, et pour ordonnées des longueurs pro- 
portionnelles aux angles de déplacement delà pointe du style 
ou aux temps. La courbe qui donnait la loi du mouvement 
étant ainsi transformée, en menant une suite de tangentes à 
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vue, et en élevant à chacune une perpendiculaire par le point 
où elle rencontrait la tangente au point origine, on a reconnu 
que toutes les perpendiculaires venaient passer par le même 
point de Taxe, ce qui est une des propriétés caractéristiques 
de la parabole. Les abscisses de cette courbe étant proportion- 
nelles aux carrés des ordonnées, M. Morin a pu affirmer que 
le mouvement du traîneau était uniformément accéléré. 

L'appareil à indications continues imaginé par M. Morin, en 
1849, pour vérifier les lois de la chute des graves, pourrait 
également servir aux mêmes expériences. 11 suffirait de dis- 
poser horizontalement le cylindre au-dessous du banc sur 
lequel glisse le traîneau et de munir extérieurement le fond 
de ce traîneau d'un style ou d'un pinceau venant toucher le 
papier qui recouvre la surface du cylindre. Le traîneau étant 
immobile et le cylindre recevant un mouvement uniforme du 
mécanisme d'horlogerie, la pointe du style tracerait une cir- 
conférence de cercle, d'un rayon égal à celui du cylindre. Si 
le cylindre était au repos, le traîneau sous l'action des poids 
moteurs prendrait un mouvement de transport, et la pointe 
du siyle tracerait une génératrice du cylindre. Enfin, le cylindre 
et le traîneau se mouvant à la fois, la pointe du style tracerait 
sur le papier une courbe qui représenterait la loi géométrique 
du mouvement. Cette nouvelle disposition de l'appareil offri- 
rait l'avantage de donner directement une courbe à coordon- 
nées rectangulaires, qui serait beaucoup plus commode pour 
la discussion des résultais fournis par l'expérience. 

Si, comme l'a admis Coulomb, le poids moteur est sensi- 
blement égal à la tension de la corde, la force motrice qui 
produit l'accélération du traîneau sera égale au poids du pla- 
teau augmenté de sa charge et diminué du frottement. Or, 
pendant l'expérience, la somme du poids du plateau et de la 
charge étant constante, le frottement devra l'être aussi, puis- 
que le mouvement est uniformément accéléré, et qu'un mou- 
vement de cette nature ne peut être produit que par une force 
constante, ce qui évidemment n'aurait pas lieu si, à chaque 
point du chemin parcouru par le traîneau, la valeur du frot- 
tement variait. 

M. Morin, dans ses expériences qu'il a conduites avec le 
plus grand soin, a tenu compte de l'inertie de la poulie de 
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renvoi, du frottement de son axe sur les coussinets et de la 
roideur de la corde. L'interposition du dynamomètre à style 
entre le traîneau et la corde a montré que la tension était 
moindre que le poids du plateau et de sa charge, bien que la 
différence fût relativement très-faible. Ainsi la force qui, en 
réalité, a produit le mouvement accéléré du traîneau est égale 
à T — F, en appelant Fie frottement et T la tension de la 
corde. 

Cela posé, désignons par Q le poids du traîneau et de sa 
charge et par v l'accélération due à la force constante ï — F. 
En vertu du principe de la proportionnalité des forces aux ac- 
célérations, nous aurons 



d'où 



T - F ~ i' ' 



T--¥=^v et F = T-^(;. 



g 



g 



Soit AEM ijig. 2) la courbe parabolique déduite de Texpé- 
rience. Les axes étant AX, AY, on obtiendra facilement par le 



Fîg. 2. 




tracé des tangentes le foyer F et la directrice ZZ'. Prenons Té- 
quation de la courbe rapportée au sommet 



jr^:=2px, 
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Sur la Ggure, x est l'espace parcouru par le traîneau au bout 
d'un temps i représenté par l'ordonnée/. La quantité 7,p ou 
le paramètre étant égal à aCF ou 4AF, coname Tespace par- 
couru X d'un mouvement uniformément accéléré a pour va- 
leur ^cf^ on aura 

f= 4 AF7W' ou I = 2 AF(^, 

d'où 

I 



2AF 



Remplaçant l'accélération v par cette dernière valeur dans 
l'expression du frottement, il viendra 

. F = ï - ^ 



2^AF 



-fc- Ainsi la tension de la corde ayant été obtenue directement 
au moyen du dynamomètre, et le paramètre de la parabole 
étant déterminé par la transformation de la courbe à coordon- 
nées polaires, on calculera facilement la valeur du frottement. 

En résumé les expériences, faites à Metz de i83i à i834, 
ont conduit aux lois suivantes : 

I® Le frottement est proportionnel à la pression normale 
exercée, 

2° // est indépendant de l'étendue des surfaces de contact 
et de la vitesse du mouvement , 

3** // dépend de la constitution moléculaire des corps, de 
leur degré de poli et de la disposition des fibres quand ils 
sont fibreux . 

4® Il varie suivant la nature, la qualité et l'état d'entretien 
des enduits interposés entre les corps, 

5° Pour les corps compressibles, tels que le bois, le frotte- 
ment est plus grand, au moment du départ ou après un contact 
de quelque durée, que pendant le mouvement; mais, pour les 
corps durs, cette différence est négligeable. 

Les expériences de M. Morin ont encore mis en lumière ce 
fait remarquable, que, lorsqu'un corps compressible est solli- 
cité par une force qui, au moment du départ, n'est pas suffi- 
sante pour vaincre le frottement, une simple vibration, occa- 
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sionnée le plus souvent par une cause extérieure, peut 
produire le mouvement. Cette remarque trouve son applica- 
tion dans les constructions dont la stabilité paraît assurée, et 
qui s'écroulent dès qu'un ébranlement se produit par le pas- 
sage d'une voiture ou par une autre cause. ^ 

4. Degré de poli des corps et influence des enduits. — Il est 
évident que la résistance qui s'oppose au mouvement de deux 
corps assujettis à glisser Tun sur l'autre doit diminuer avec 
la saillie des aspérités qui recouvrent leurs surfaces. Dès 
lors il convient de les polir; mais, comme les substances que 
l'on emploie pour celte opération, suivant leur nature, ne don- 
nent pas le même degré de poli, les résistances ne sont pas 
les mêmes dans les différents cas. Aussi les surfaces frottantes 
s'usent, s'altèrent, et le poli ne devient parfait qu'après un cer- 
tain temps. 

Ordinairement les surfaces sont recouvertes d'enduits gras, 
qui, en s'introduisant dans les pores, diminuent Tengrène- 
ment; mais il est à remarquer que des enduils trop visqueux 
peuvent donner lieu à la résistance nommée adhérence, qui 
dépend de Télendue des surfaces en contact. 

Quoique le frottement proprement dit soit indépendant de 
rétendue de ces surfaces, on comprend que, si elles n'étaient 
pas convenablement proportionnées à la grandeur des pres- 
sions qu'elles supportent, les enduits seraient pcompiemcnt 
expulsés; il pourrait même en résulter, dans l'étal des surfaces 
frottantes, une altération lelle que le froliemenl varierait. Si, 
au contraire, les surfaces de contact étaient irès-grandes par 
rapporta la pression, il ne serait plus permis de faire abstrac- 
tion de l'adhérence, comme dans les cas ordinaires. C'est ce 
qu'il fautconsiderer dans l'horlogerie, où le frottement estassez 
faible, à cause des légères pressions que les parties frottantes 
supportent. L'interposition d'un enduittrès-fluide, tel que l'eau, 
entre des corps très-poreux, augmente le frottement; car, par 
la dilatation des pores, Tengrènement des aspérités des sur- 
faces frottantes est favorisé. Si l'on interpose ce liquide entre 
deux corps durs, comme le fer et la fonte, il sera facilement 
expulsé à cause de sa fluidité et entraînera avec lui les ma- 
tières étrangères qui remplissaient les pores, de sorte que, 
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les aspérités étant plus à découvert, le frottement augmen- 
tera. 

Ainsi Teau pure est généralement un mauvais enduit qui 
toujours, pour les métaux, doit être rejeté. Dans les pièces 
dont les frottements sont capables de développer une grande 
quantité de chaleur, on emploie souvent Teau de savon pour 
rafraîchir et lubrifier les surfaces de contact. Cette précaution 
est notamment prise dans le forage des métaux et dans les expé- 
riences ati frein, pour éviter que les mâchoires prennent feu. 
Le suif et la graisse conviennent aux fortes pressions. L'huile 
n*a pas tout à fait les mêmes inconvénients que Teau, puis- 
qu'elle a moins de fluidité; mais on conçoit que, sous de 
fortes pressions, elle pourrait aussi être chassée des corps 
entre lesquels elle serait interposée et que, par cette raison, 
on ne doit remployer comme enduit que dans le cas de 
pressions assez faibles. Pour que les enduits soient efficaces, 
il faut cependant qu'ils ne soient pas trop visqueux ; car, lors- 
qu'ils se sont chargés de molécules des corps frottants, ils 
durcissent, se forment en grumeaux qui allèrent les surfaces 
et augmentent ainsi la résistance. Il convient donc de les re- 
nouveler fréquemment. 

5. Frottement des tourillons. — Les expériences que nous 
avons décrites sont relatives au frottement des surfaces planes ; 
mais il était nécessaire de les étendre au cas où les diverses, 
parties de l'une d'elles viennent successivement frotter au 
même point de l'autre, comme cela a lieu pour les tourillons 
d'une roue. 

Coulomb a fait ces expériences au moyen de poulies dont il 
faisait varier les axes et les coussinets. Les moyens d'observa- 
tion qu'il a employés n'étaient pas plus précis que ceux aux- 
quels il a eu recours pour le mouvement de translationr 11 a 
néanmoins reconnu que le frottement ne variait pas pendant 
la durée du mouvement. 

M. Morin a encore repris les expériences de Coulomb et, à 
l'aide du dynamomètre de rotation à plateau et à style, en ex- 
périmentant sur des tourillons de o'",o5 à o*",!© de diamètre, 
soumis à des pressions qu'il a fait varier entre des limites assez 
étendues, il a montré que les lois du frottement des tourillons 
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Il 



sont rigoureusement les mêmes que celles relalives aux sur- 
faces planes. 

6. Angle et coefficient du frottement. — Soit un plan incliné 
représenté par la ligne de plus grande pente CB [fig, 3). Pla- 
çons sur ce plan un corps de poids P. Cette force peut être 
décomposée en deux autres, Tune gn normale au plan, et 
l'autre hg agissant parallèlement à ce plan. La première, que 
nous appellerons p, exerce une pression sur le plan, et la se- 
conde hgOM F tend à faire descendre le corps. Si Tinclinaison 
du plan est telle que le corps commence à glisser, l'angle a 
que ce plan forme avec l'horizon se nomme angle du frotte- 
ment ou du glissement des deux substances en contact, et la 

Fig. 3. 




composante tangentielle F peut être considérée comme égale 
et directement opposée à la résistance due au frottement. 

De ce que le frottement est proportionnel à la pression, il 
résulte immédiatement que pour les mêmes corps le rapport 
du frottement à la pression normale est une quantité con- 
stante. On appelle ce rapport coefficient du frottement, et on 
le désigne ordinairement par la lettre/. Ainsi Ton aura 



F 

•^ P 



d'où F = pf; 



ce qui nous apprend que le frottement a pour valeur la pres- 
sion normale exercée multipliée par le coefficient de frotte- 
ment. 
Considérant le triangle rectangle Irgm, nous aurons 



Ifg ou F r= P sin/rmj. 



Mec. D. — II. 
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A cause de la perpendicularité des côtés, l'angle kmg étant 
égal à Tangle a du frottement, on a 

F = Psina 

et 

km ou p:=V cosa. 

Divisant membre à membre, 

F Psina 

- = ^ — langa. 

p Pcosa ^ 

Si nous appelons H la hauteur et B la base du plan incliné, 
on aura 

/=langa=g-. 

Jinsi le coefficient de frottement est la tangente trigo no- 
métrique de l'angle du frottement. 

Supposons la base du plan incliné égale à i mètre et la hau- 
teur H divisée en décimètres, centimètres, millimètres. Ce 
plan étant relié au plan horizontal au moyen d'une charnière, 
si on le fait tourner de manière que l'angle a acquière une 
valeur telle que le corps soumis à l'expérience commence à 
glisser, la hauteur dans cette position exprimera le coefiicient 
du frottement; car on a 

/=tanga=:-g, 

et, comme B = i, 

/=H. 

La comparaison des résultats consignés dans les tableaux 
qui suivent montre que, pour les surfaces planes et les tou- 
rillons en bois, en fer, en fonte ou en bronze, enduites 
d'huile, de suif ou de saindoux, le coefficient du frottement 
est approximativement le même et égal à 0,07 ou 0,08; et, 
lorsque les surfaces de contact sont seulement onctueuses, la 
valeur moyenne du coefficient de frottement est 0,1 5. Ces 
nombres sont employés dans la plupart des applications qui 
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se rapporleni aux machines. On voit encore, à Texamen de ces 
tableaux. Futilité des enduits, puisque par leur emploi le 
coefficient de frottement peut descendre jusqu'à o,o5. On 
comprend donc l'extension donnée, depuis quelque temps, 
aux appareils propres à renouveler et à répandre les enduits 
sur les surfaces frottantes. 
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7. Travail absorbé par le frottement d'un pivot tournant sur 
crapaudine.— Soient oa le rayon du cercle de contact du pivoi 
avec la crapaudine et P la pression normale exercée (Ji^. 4)- 

Celte pression, étant uniformément 
répartie sur toutes les parties de la 
base du pivot, sera la résultante de 
toutes les forces partielles, et par 
suite le frottement total aura pour 
valeur P/. Concevons le cercle de 
contact décomposé en une infinité 
de secteurs infiniment petits, tels 
que aob. Tous les frottements par- 
tiels égaux qui agissent aux dif- 
férents points du secteur en sens 
contraire du mouvement, étant per- 
pendiculaires au rayon moyen od, 
seront autant de forces parallèles, 
dont le point d'application de la 
résultante se confondra avec le centre de gravité. Or, comme 
ce secteur infiniment petit peut être considéré comme un 
triangle, le centre de gravité sera aux ~ du rayon od, à partir 
du centre o du cercle de contact. Ce que nous disons du sec- 
teur aob étant applicable à tous les autres secteurs dont la 
somme est égale au cercle de contact, il s'ensuit que le 
frottement s'exerce sur une circonférence de cercle dont le 
rayon est égal aux | de od. Ce dernier rayon se nomme bras 
de levier au moyen du frottement, Conséquemment, en dé- 
signant par R lé rayon du cercle de contact, le travail ï con- 
sommé pour une révolution sera 




^ d 



Tr^P/27rjR 



ou Tr::i|p/7:R. 



Si le pivot fait eh une minute un nombre de révolutions 
représenté par n, le travail sera 



f P/7rR«, 
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et en une seconde 

4 P/t:R» P/ttR» 

3 6o ^" 45 

Quand le pivot est épaulé latéralement et que la résultante 
générale des forces n'est pas dirigée suivant Taxe, on décom- 
pose cette force en deux autres, l'une dans le sens de l'axe et 
l'autre normale. Cette dernière détermine un frottement qu'il 
est facile de déterminer. 

8. Cas où le frottement se produit sur une surface annulaire, 
— Soient R et R' les rayons extérieur et intérieur de l'anneau 

Fi(j. 5. 




sur lequel le frotiomoni so produit (f!g. 5). Si nous appelons 
S sa surface, on aura 

S = 7rR'-7rR'». 

Décomposons, ainsi que dans le cas précédent, le cercle de 
rayon R en secteurs élémentaires. Comme la pression nor- 
male se répartit uniformément sur toutes les parties de la sur- 
face en contact, il s'ensuit que le frottement sur le trapèze 
circulaire infiniment petit abb'a' sera égal au frottement sur 
le secteur aob diminué du frottement sur le secteur intérieur 

Mec, D. — II. * 
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a! oV . Désignant par a et a! les surfaces de ces secteurs élé- 
mentaires^ comme elles sont des fractions de la surface totale 
. de contact S sur laquelle agit la pression totale P, les pressions 
partielles sur les deux surfaces a et a' seront respectivement 

Va Va! 

ou 

Pa Pa' 

et 



Conséquemment les deux frottements seront 

ttR'— ttR'^ ^^ ttR'-ttIP' 
et les moments des deux frottements auront pour valeur 



TiR'— 7:R"3 TiR»— 7rlV^3 

Le moment du frottement sur le trapèze circulaire infini- 
ment petit sera évidemment égal à la différence des deux mo- 
ments. On aura donc 

ttR'— ttR'^ 3 ttR'- ttR'* 3 

ou 

Si nous appelons b et 6' deux autres secteurs élémentaires 
dont la différence est un nouveau trapèze circulaire, le mo- 
ment du frottement exercé sera encore 

Pour un troisième trapèze 

^-i7r^^,(cR-c'R'), 
3 71 Iv — ttR ' 

et ainsi de suite, pour les moments des autres éléments de la 
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surface annulaire S. On aura donc, pour la valeur du moment M 
du frottement total, 

6 TTli — TTlV. 

OU 

M = l^^ç^^^^, [R(aH. 6 + c -4-...) -R'(«'-4- 6'-4- c'H-.,.)]. 

Or 

a-4- 6-hc -+-... = 7rR' et a'-hb' -hc' -¥- .. = 7rR"; 

donc 
Divisant les deux termes par tt, on aura encore 

Désignant par rie rayon moyen et par / la largeur de la cou- 
ronne, on aura 

R=:r4--, R'=r--. 
Élevant au cube les deux membres, 

O 2 4 

retranchant membre à membre, 

R»-R'»=~ -f-3/'/; 

substituant dans l'expression du moment, 

ou 

^-3(Rh-R')(R-R')U /■ 
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remplaçani R et R' par leurs valeurs en foneiion de r, 



3 / / i\ l i /\ \4 



') 



M = | 



-^C 



2 2 / \ 2 2 

+ 3/'/ 



3 2r/ 



- -+- r 



Le bras de levier moyen du frottement étant égal à r h » 

le travail pour une révolution sera P/ ( 1- r j 27r. Si l'arbre 

fait n révolutions en une minute, nous aurons pour expression 
du travail en une seconde 



= P/(A + A^ ou T = P/(-^ 
•^\i2r /6o '^ \\ir 



' \ TT/l 

2r / oo 



1 I 

Supposons que la largeur Z<3 r. On aura /'<C- '*'• Divi- 

santles deux membres de Tinégalité par iir. 



11 r io8 

Dans ce cas particulier, le terme — pouvant être négligé, 

le bras de levier moyen du frottement, sans erreur sensible, 
deviendra égal à r et le travail aura pour valeur en une seconde 



T ^ -'. 



3o 



Comme le travail consommé par le frottement augmente 
proportionnellement au bras de levier moyen ou au rayon de 
la base du pivot, il convient de réduire ce rayon, mais de 
manière que la solidité du pivot ne soit pas compromise. C'est 
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•/; 



dans ce biu qu'on donne à la hase la forme d'une caloiie 
sphérique reposant elle-même sur une partie convexe du fond 
de la crapaudine (fig. 6). 
Souvent le pivot a la forme d'un tronc de cône raccordé avec 



Fig. G. 

I 



l'ig. 7, 



" ! 





■y/:/,/7?/y 



une calotte sphérique qui s'engage dans une cavité pratiquée 
à la pièce faisant office de crapaudine [fig^ 7). 

Dans d'autres cas, c'est la crapaudine qui forme le pivot, 
tandis que la cavité où vient se loger la tète du pivot est mé- 
nagée dans l'arbre même. Cette disposition offre l'avantage 
de mettre les surfaces de contact à l'abri des poussières qui 
pourraient s'y déposer; mais elle a l'inconvénient de ne pas 
conserver longtemps les enduits qui servent à diminuer le 
frottement [fig, 8). 

Fig. 8. 



7777?, 




777?7t 



La surface de contact, quand on adopte les deux dernières 
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formes, ayant une faible étendue, on prend les } du plus grand 
/ rayon pour la valeur du bras de levier nnoyen du frottement. 

ê 

9. Application numérique. — Quel est le travail consommé 
pendant une seconde par le frottement du pivot en acier d'un 
arbre vertical tournant sur crapaudine de bronze^ sachant que 
la pression dirigée suivant l'axe est égale à 25oo kilogrammes, 
que le rayon du pivot est égal à o™, 02 et que l'arbre fait 4o ré- 
volutions en une minute. 

Prenons la première formule 

^ P/Vrm 

D'après les données de la question, P = 25oo, r=o,o2, n^=z^o, 
ei, en recourant aux tableaux qui donnent, suivant la nature 
des substances frottantes, les différents coefficients du frotte- 
ment, on trouve/= 0,07. On aura donc 

25oo >< 0,07 X 0,02 X 4^ X 3, t4 159 

ou 

T=r9»^«-,77. 

10. Frottement d'un tourillon sur le coussinet. — Soit K le 
centre d'un tourillon tournant dans un coussinet ABC dont le 
centre est [Jig. 9). Quand ce tourillon est en repos, il est 
évident qu'il est en contact au point le plus bas B avec le 
cercle qui représente le profil de la boîte. Mais, si la machine 
est en mouvement^ tant que l'effort moteur sera supérieur à 
la résistance opposée par le frottement, le tourillon s'élèvera 
le long de la boîte, jusqu'à ce que le contact ait lieu en un 
point a tel, que la composante tangentielle de la force motrice 
P soit égale et directement opposée au frottement. Or, le tou- 
rillon étant en équilibre au point a, la résultante de toutes les 
forces qui le sollicitent, y compris le frottement, devra passer 
par ce point et avoir une direction perpendiculaire au plan 
tangent commun à la surface de l'œil du coussinet et à la sur- 
face du tourillon; car nous avons vu que, lorsqu'un corps 
repose sur un plan par un point, l'équilibre ne peut avoir lieu 
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que si U résultante de touies les forces passe par le poini 
d'appui normalement au plan. 

F»0. 9- 




Cela posé, sur la direction de la force motrice P, prenons 
• une longueur a/i qui représente son intensité et construisons 
le parallélogramme des forces par la décomposition de la 
force P en deux autres, l'une tangentiellea* et l'autre am nor- 
male. Comme, dans cette position djéquilibre du tourillon, as 
est égal au frottement, am sera la grandeur de la pression qui 
le produit. Appelons a l'angle de la direction de la force mo- 
trice avec la pression normale. Du triangle rectangle man nous 
déduirons successivement 

am ~- Pcosa, 
mn ou as z-V sin a. 

Si y* est le coefficient du frottement, cette résistance aura 
pour valeur P/cosa, et, puisque as la représente également, 
nous aurons 

P/cosa =: P sina, d'où /cosa = sîna. 

Or 

1 = sin'a -h cos'a. 

RenDplaçant sina par sa valeur/cosa, 

I =:/»cos'a -h cos'a ou i == cos'a(n-/'). 
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d'où 

cos*a=, 7ï-r et cosa = — - — « 

Remplaçant cosa par celle valeur dans l'expression du froilc- 
menl, on aura 

Lorsque le coefficieni du froilemenl esl moindre que |, la 

quanlilé y/i -+-/=' diffère Irès-peu de Tunilé, el la valeur du 
froilemenl, sans erreur sensible, esl égale à P/. Ce résultai 
esl le même que celui qu'on obtient, dans Thypothèse où la 
résullanie de toutes les forces passe par le centre du tourillon, 
ce qui en réalité n'a pas généralement lieu. Dans la pratique 
on emploie celle dernière formule. 

11. Théorème de Poncelet sur la valeur approchée des radi 

eaux de la forme y^S^+T^*. — On doit à Poncelet un théorème 
d'Algèbre fort remarquable sur la valeur approximative des 
expressions de ce genre. Comme elles se rencontrent fori 
souvent en Mécaniqueappliquée, nous croyons devoir donner 
le tableau qui fournil les valeurs de ces radicaux, d'après la re- 
lation qui existe enire A et B. 

Relations de A et B. Valeurs approchées de V^Â^+D-. Degré d'approiimatioD. 

A> B o,9Go46A -^o,3o783B Vï près, 

A> aB o, 9859*2 A -f- 0,282706 

4> 3B o,9935oA -f- o,i6i23B 

A> 4B ? o,996'25A -f- o, i22()oB 

A> 5B 0,997574 + 0,098788 

A> 6B. o, 99826 A -f- 0,08261 B 

A> 7B 0,99875 A -h 0,070988 

A> 8B 0,99905 A -h 0,062208 

A> 98 o,9993oA -H o,o5535B 

A>ioB 0,99935 A -H 0,049848 



5 8» " 
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Lorsque l'ordre de grandeur des quantités A et B est inconnu, 
on a, à I près, 

V^ÂM^B' = o , 8284 ( A -I- B); 
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pour les applications, on fait ordinairement 



si Ton sait que A^ B, et 



v/A='-+-B-'=:o,83(A-l-B) 

quand la relation qui existe entre les grandeurs de A et B 
n'est pas donnée. 

Dans les applications de la Mécanique aux machines, les 

radicaux de la forme v^A' — B' se présentent rarement. 

La quantité A étant comprise entre i ,oi B et i ,02 A, on a 



V^A^— b' = 6,097 A ~ 6,02B, à y, près. 
Si B est compris entre zéro et 0,91 A, on obtient, à J près, 

v/A'— ~B^- - i,i3i9A- o,7?,63GB. 
Entre B— o et B ~ o,5A, on a, à j,'j près, 

^'Â^_rB^ -3 1,018623 A - 0,272964 B. 

12. Applications numériques sur le frotteuent des tourillons. 
— 1*» Quel est le travail consommé, dans une révolution, par 
le frottement des tourillons d'une roue hydraulique suppor- 
tant une pression de i5ooo kilogrammes, sachant que le rayon 
de ces tourillons est égal à o™,i2 et que les coussinets sur les- 
quels ils reposent sont en bronze et enduits de saindoux ? 
D'après le tableau, / = 0,07. 

On aura 

ï= 2X 3,14 X i5ooo — '-'-—- X 0,12, 

V I H- o , 0049 

T ^ 790^*-. p 

En faisant usage de la formule pratique)(^== P/, on trouve 

L— 79i*^8™. 
Si la roue fait huit tours en une minute, le travail consommé 
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en une seconde sera 

oo 

2° Trouver le travail consommé par le frottement des tou- 
ri lions d'une roue à auge t s de la force de 80 chevaux'vapeur, 
dans les conditions suivantes : 

Travail transmis à la circonférence extérieure de la 
roue T := 80 X 75 = 6ooo^«™, 

Rayon de la roue R = 4»6. 

Poids de la roue, de son équipage et de l'eau 
renfermée dans les augels P = 90000^». 

Effort transmis à la circonférence extérieure. /?. 

Nombre de tours par minute nzz^Qt, 

Coussinets en bronze et enduits de saindoux. / — 0,07. 

Résistance utile supposée horizontale Q. 

Rayon de Tengrenage r =. 2'". 

Rayon du tourillon r = o"',i5. 

La vitesse à la circonférence extérieure de la roue sera 

27rRyi _ 6,28x4.6x6 _ ,^ ^^ 
60 "" • 60 ~^ '^' 



L'effort p transmis à la circonférence extérieure aura pour 

valeur 

ôooo'*^*»" 

' "2788" 



p — r^TT- = 2083'^8. 



Les directions des forces Q et P -f- /? étant perpendiculaires, 
puisque la première est horizontale et la seconde verticale, la 
pression exercée sur le tourillon sera la résultante de ces deux 
forces 

v/(P-f-/?)^-4-Q^ 

Pour que Téquilibre existe, il faut que le moment de la 
puissance par rapport à Taxe soit égal à la soYnme des moments 
des résistances. Appliquant le théorème de Poncelet dans Té- 
valuation de la résultante, on aura 

/^R ^Qr-f- o,96//^(P 4- ,?) + 0/J./VQ 
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0U9 en remplaçant par les données numériques de la question, 

2o83 X 4>6 = Q X 2 -*- 0,96 X 0,07 X o,i5 X 9^088 

-4-o,4xo,o7Xo,i5xQ, 

9581,8=: 2, 0042 Q 4-928,19664, 

d'où 

9581^^8^928^9664^ ,. 

2,0042 ' 

En faisant abstraction du frottement, l'équation d'équilibre est 

2o83x4,6 = QX2, d'où Qzz=????->ll^ = 479o^S9. 

Comme les vitesses sont proportionnelles aux rayons, ap- 
pelant X la vitesse à la circonférence primitive de la roue 
d'engrenage, nous aurons 

X 2 .. , 2,88 X a 

— ;î d ou x = 



2,88 ■" 4,6' — 4,6 

Par conséquent la valeur du travail utile sera 

#-> 2,88x2 ^ I ^t. 

43 1 7 X ' , g ou 54o6''«». 

Le travail consommé par le frottement en pure perte est 

donc 

6000 ~ 5406 ou 594*"'", 

ce qui représente environ une force nominale de 7 chevaux- 
vapeur. 

13. Méthode générale pour trouver la pression supportée 
par un axe de rotation. — Il est évident que la pression 
exercée doit être la résultante de toutes les forces qui 
agissent autour de cet axe. M. Morin distingue quatre cas : 

1° Lorsque toutes les forces sont verticales, la pression est 
égale à la somme des poids de Varhre et de son équipage^ aug- 
mentée de toutes les forces qui agissent de haut en bas et di- 
minuée de la somme des forces qui agissent de bcLs en haut. 

2° Si Vaxe de rotation est sollicité par des forces verticales 
et des forces horizontales, on fait séparément la somme des 

Méc. D, — IL * 
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forces du premier groupe et celle des forces du second. La 
question est ainsi réduite à trouver la résultante de deux 
forces rectangulaires que Von obtient facilement au moyen du 
théorème de Poncelet sur le calcul des radicaux. 

3° Si les forces ont des directions quelconques, en décom- 
posant chacune d* elles en deux autres, l'une verticale et 
Vautre horizontale, on est ramené au cas précédent. 

4° Lorsque la direction et l'intensité des forces sont telles 
que l'un des tourillons est pressé dans un sens et Vautre en 
sens contraire, on détermine séparément la pression supportée 
par chacun d'eux, d'après les méthodes que nous venons 
d'indiquer. 

14. Frottement d*un corps assujetti à glisser sur un plan 
horizontal par l'action d'une force de direction quelconque. 
— 1° La force agit de haut en bas. — Soil un corps de poids P 
assujetti à glisser sur un plan horizontal sous l'action d'une 
force F {flg. lo). Celte force F peut être décomposée en deux 

Fig. 10. 
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autres, Tune gm parallèle au plan, et la seconde gn perpen- 
diculaire à ce plan. La première, que nous appellerons F', 
tend à faire glisser le corps, et la seconde p s'ajoute au poids 
de ce corps pour le presser contre le plan. Ainsi la pression 
normale sera P -+-/?, et par suite le frottement aura pour va- 
leur/(P 4-/?), en désignant par/ le coefficient du frottement 
des substances en contact. Nous aurons donc 



r=^f{v^p). 

Appelant a l'angle que forme la direction de la force avec le 
plan, on aura 

F'= F cosa, p = ¥ sina. 
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Subslituant dans réquation, 

Fcosa=/(P-»-Fsina) 
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ou 



F cosa =r P/-f- F/sina, 
Fcosa — F/sina = P/, 
F(cosa — /sina) = P/ 



et 



F = 



P/ 



cosa — /sina 



2° La force agit de bas en haut (Jig. 1 1). — Dans ce cas la 
force F qui sollicite le corps se décompose en deux autres, 
l'une gn ou p directement opposée au poids du corps, et 



Fig. II. 
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l'autre parallèle au plan tendant à Imprimer au corps un mou- 
vement horizontal. Ainsi la pression normale sera égale à 
P — /?, et le frottement aura pour valeur /(P — />). Comme 
la composante F' doit être capable de vaincre le frottement, 
nous aurons l'équation suivante : 



ôr 



d'où 



r=/(P-/>)=/P-//;; 

F'=:Fcosa et /? = Fsina, 

Fcosa— /P — F/sina, 

• F cosa 4- F/sina = P/, 

F (cosa 4-/sina)= P/, 

cosa -I- /sina 



Méc. D. — II. 
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Si la force F est horizontale, (x = o; par suite, cosa=i, 
sin a = o et/sin a r= o. Dans les deux cas on a 

Supposons, dans le premier cas, cosa=/sinjc. Alors 
F = QO , et de celte relation on déduit 

/. cosa 

f= -. — = cota. 
•^ sina 

L'angle (3 étant le complénient de Tangle a, on a 

Estimons les composantes F' et p en fonction de Tangle 
complémenlaire de ce; nous aurons, par la considération du 

■ 

iriangle ng¥ [fig. lo), 

F'=:Fsinp, /? = Fcosp. 

Or sin(3 = cosa et cos(3 = sina; donc 

sin (3 — /cos(3 = cosa — /sin a, 
et, d'après l'hypothèse, 

sin{3— /cos(3 = o, 

d'où, en multipliant par F, 

F(sin(3 — /"cosS) = o et F = -^--^ -j, ^ = -' 

^ ^ '^ ^' sinp— /cosp G 



La valeur de F, en vertu de Thypothèse, conduisant à une 
indétermination, nous devons en conclure que, quelle que 
soit l'intensité de la force qui sollicite le corps, la composante 
horizontale F sin (3, qui tend à produire le mouvement, sera 
toujours détruite par le frottement dû à la composante ver- 
ticale F cos{3. Si l'angle (3 décroît de plus en plus au delà de 
la limite pour laquelle on a 

fz= tangP = cota, 

cosa —/sina devient une quantité négative, et la valeur de F 
se trouve aussi affectée du signe — . Ce changement de signe 
indique naturellement, pour la possibilité du problème, un 
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changement de sens dans la direciion de la force qui sollicite 
le corps, c'est-à-dire que, sans cesser de former le même angle 
avec le plan horizontal, elle doit être dirigée de bas en haut, 

15. Application numérique. — Un bloc de pierre est assujetti à 
glisser sur un plancher horizontal en bois de chêne. On de- 
mande la valeur de l'effort capable de le faire mouvoir, sa- 
chant que ce bloc de pierre pèse 3ooq kilogrammes, que l'angle 
sous lequel agit la force est égal à 38 degrés, et que le coeffi- 
cient /=o,38. 

1° La force agit de haut en bas. 

p_ P/ y_ ' 3oQoXo,38 

cosa — /sina' cos3b°— o,38 X sin38''' 

cos 38" = o ,8090 170, sin 38° = o , 58^7853, 

F= 3ooo2<o^38 ■ ^,^ , (j,, 

0,8090170 — 0,38X0,5877853' ^y • 

2** Li force agit de bas en haut. 

F = P/ , 

cosa -f-/sina 

_, 3oooXo,38 

0,8090170 -+- o,38 X 0,5877853 

F=:HI04'^«. 

16. Théorie du levier, en tenant compte du frottement,— La 
iliéorie que nous avons donnée plus haut n'est rigoureuse- 
ment vraie que dans le cas où Taxe de rotation se confond 
avec Tarête d'appui, ce qui généralement n'a pas lieu. La sur- 
face de contact peut en effet avoir une étendue suffisante pour 
qu'il ne soit pas permis de la considérer comme un point fixe. 
D'autre part, le levier peut tendre à glisser sur son appui; 
d'où résulte un frottement qu'il importe de ne pas négliger. 
C'est ce qui arrive lorsque le levier est assujetti à tourner au- 
tour d'un axe cylindrique ou tourillon. On comprend donc la 
nécessité d'introduire dans l'équation d'équilibre le moment 
de la résistance due au frottement. 

Appelons P et Q la puissance et la résistance utile, p, q 
leurs bras de levier respectifs, et r le rayon du tourillon. Si S 

3. 
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est la résultanle de toutes les forces agissant autour de l'axe 
du tourillon, S/sera la valeur du frottement, et Sfr le moment 
par rapport à l'axe. Appliquant le théorème des moments, 
nous aurons l'équation suivante : 

9p = Qq+Sfr, d'où P=.^2Jl^. 

SiJes forces P et Q sont parallèles, S = P -i- Q, et il vient 
Pp = Q^ + ( P -H Q)/r, P/> = Qî + Pfr + Qfr 

ou 

eip-fr)=(ill-t-fr), d-où V = 9hjïM. 

Si les forces P et Q, ayant des directions quelconques, forment 
entre elles un angle «, la pression normale S sera donnée 
par l'équation suivante : 



S:^v'P' + Q'+2PQcosii. 

17. Équilibre de la poulie Jixe. — On donne le nom de 
poulie à une machine simple servant à transformer un mou- 
vement rectiligne continu en un autre de même nature, mais 
de direction différente. Elle se compose d'un cylindre de bois 
ou de métal dont la circonférence, creusée en gorge, reçoit ' 
une corde ei quelquefois une chaîne. L'axe de la poulie, ordi- 
nairement en métal, repose, au moyen de tourillons, sur des 
coussinets fixes ou sur les branches d'une chape terminée 

Fie. '=■ 



pop un irochet {/ig. 12). L'axe, au lieu de faire corps avec 
la pou'ie, peut être adapté à la chape. Alors la poulie est 
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percée d'une ouverture circulaire nommée œil, que l'on munit 
d'une garniture métallique lorsque le corps de Ip poulie est 
en bois. La poulie est diie^jre lorsque l'axe repose sur des 
supports Qxes, ce qui exige évidemment que la chape soit ac- 
crochée à un point de position invariable. Dans ce cas, la 
puissance est appliquée à l'une des extrémités de la corde, ei 
la résistance à l'autre extrémité. La poulie est mobile (Jig. i3), 



Fie. '3- 




si la charge est appliquée au crochet de la chape et si l'axe se 
meut d'un mouvement de transport en même temps que la 
poulie tourne. 

Soit une poulie fixe de rayon R montée sur un axe de 
rajon r. Sî l'on fait abstraction du frottement, la théorie est 
bien simple; car, en vertu du théorème des moments, on a 

PR = QR ou P = Q, 
ce qui montre, que, dans ce cas, la puissance est égale à la 
résistance. 

Pour tenir compte du frottement, remarquons que, la pres- 
sion normale S étant la résultante des forces P et Q, l'équa- 
UoQ d'équilibre sera 

PU = QR -i- S/r. 



38 COURS DE MÉCANIQUE. 

Si OL est l'angle formé par les directions des deux brins de 
corde, el supposant Om = S {fig» i4)» ^a construction du 

Fig. 14. 




parallélogramme des forces conduira à la relation suivante : 

S'=:P'H-Q»-{-2PQcosa ei S = v^P'-+- Q^-h 2PQ cosa, 

d'où 

P R =r Q R 4- /r v/P'4-Q'-h2PQcosa . 

Faisant passer QR dans le premier membre et élevant au 

carré 

(PR — QR)^=:/»r»(P»-fQ'-+-2PQcosa), 

P»R2-4~ Q'R»— 2PQR=«=: P2/»r'4- Q'/'r'H- 2PQ/V cosa. 

Faisant encore passer dans le premier membre les quantités 
qui renferment le facteur P, et dans le second celles qui ne 
le contiennent pas, 

P'R»— 2PQR'— P^/V— 2P0/V^cosa =— Q'R^-t- Oyv». 
Metlant P' et Q' en facteur commun, 
P'(R^ — /V) — 2PQ(R^+/V'cosa) — — Q'(R' — /''•'). 
Divisant les deux membres par R' — /*r% 

2PQ(R'4-/V'cosa) _ 
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Résolvant par rapport à P celte équation du second degré, 
Q(R'-4-/»r»cosa) _^ / Q^Ï{^ -h pr^ cas aY 



? = 



ou 



Réduisant au même dénominateur sous le radical, 



l'-f-/'r'cos«) _^ /Q'(R»4-/'r'cosa)^--QMR'— /'ry 



• 



R' -/'/•' 



_^ /Q'R^-+-QyVcos'-'a-t-2QM{yV'='cosa — QMV-QyV^-f-aQ^R'yV 

~\ ' (R^-/V')» ' 

p_ 0(R'+.PHcosa) _^ / Qy^ r* cos' g -h 2 Q' R^' /^ COS a - QV ^ /^ -h a Q' R'/^ r 

Mettant, sous le radical, la quantité Q^pr^ en facteur com- 
mun. 



p_ Q(R'H-/V^cosg) _^ / Q^prHp r' cos»a + i R' cosgg — /' 
K^—pr' "^y * (K^— /^r^')^ 

Faisant sortir du radical le facteur Qp^r^, on a 



~/»r'-+-2R^) 



p - Q(R'-4 -/^r 'cosa ) _^ Q/rv//V'cos'«-f- 2R»cosa — /V-l- ^R ' 
- R^— /V^ — R> — /'r» 

Mettant sous le radical les quantités 2R' et/V en facteur 
commun, 



Q(R»-H/V'cosa) _^ Q/rv/^2R»(cosg-f-i)--/V%^i — cos^gg) 
R'-/'r» ~ R'— /V 

Reprenons l'équation fondamentale 

PR^QR^S/r; 



on en déduit 



P==Q-^f^; 



donc 

P>Q, 
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ei par suite, pour la valeur définiiive de P, on doit prendre 
celle qui correspond au signe H- du radical, puisque la puis- 
sance doit être capable de vaincre, non-seulement la résistance 
utile Q, mais encore celle due au frottement. 

18. Cas particuliers. — i** Les deux brins de la corde ont 
des directions parallèles. Dans ce cas a est égal à zéro. 
Par conséquent cosa = i. Appliquant la formule, il vient 

ou 



P 



_ Q(R^-+- f'r^) H- Qfr^lW 



R^ — /^r' 

p Q(R' + /VM-4-2QR/r 
R'— /^H 

Mettant au numérateur la quantité Q en facteur commun, 

Q(R' + /^r'+2R//-) p_ Q(R+/r)(R+/r) 

R._/V^ °" *'- (R+/r)(R-/r)' 

Supprimant aux deux termes le facteur (R -+-/r), il reste 

2° Les deux brins de la corde sont rectangulaires. Alors 
a=:c)o<* et cosa = o. On aura 



QR'-4- Qfrs/^lV-f'r' 

R»-/V= 

Q(R» + /r^2R-/V^) 

3° Les deux brins sont dans le prolongement l'un de l'autre, 
auquel cas a = 180'' et cosa=: — i. 
Remplaçant dans la formule, 



Q(R'-/'r') + Q/rv/aR'(i-i)-/'r'(i-i) 

R'-/'/-' 
ou 

p_m^zzfl£l, p-o 
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II était facile de voir ce résultat à priori; car, la pression 
sur Taxe étant nulle, la puissance doit être évidemment égale 
à la résistance, et le corps se trouve dans les mêmes condi- 
tions que s'il était naturellement suspendu. 

19. Équilibre de la poulie fixe en tenant compte de son poids, 
— Soient P la puissance, Q la résistance et p le poids de la 
poulie. Désignons, en outre, par a l'angle formé par chaque 
brin de la corde avec la droite OA qui joint au centre le point 
de concours des directions de la puissance et de la résistance, 
et par (3 l'angle de la même droite avec la verticale {fig. i5). 

Fig. i5. 




Décomposons les forces P, Q, y:? chacune en deux autres 
parallèlement et perpendiculairement à la direction OA, et 
soient B/i, Cg, A/ les composantes du premier groupe, et /rB, 
Ce, Al celles du second. Leurs valeurs respectives seront 

Bn = Pcosa, C^=Qcosa, A/=:/?cosP; 
/rB = Psina, Ce = Qsina, A/ = psin(3. 

Les composantes du premier groupe étant parallèles et de 

même sens, leur résultante sera égale à leur somme. On aura 

donc * 

X = Pcosa-H Q cosa -f- pcos^, 
ou 

X = (P -h Q) cosa ^- p cos(3. 



4^ COURS DE MÉGANIQUE. 

Remarquons que les composantes hB, Ai sont de même 
sens, ei la composante Ce de sens contraire. Donc leur résul- 
tante Y sera égale à /rB 4- Ai — Ce. Il viendra donc encore 

Y=:P sina -h/?sin{3 — Qsina, 

ou 

Y = (P — Q)sina-4-psin(3. 

D'après ce qui a été vu précédemment, la pression nor- 
male S étant la résultante de toutes les forces qui agissent 
autour de l'axe, comme X et Y sont perpendiculaires, nous 
aurons 

ou 

S'z=[(P4-Q)cosa-h/?cos(3]'4-[(P — Q)sina-^-psin(3]^ 

et 

S = V^[(P -4- Q)cosa -4- p cos(3]^ 4- [( P — Q) sina -4-/? sin (3]'. 

Appliquant le théorème des moments, nous aurons l'équa- 
tion suivante : 

PR = QR-^fr v/ï(P+'Q(cosa-i-/?cos(3]^4-[iP — Q)sina-i-/?sin(3p. 

Si nous calculons le radical par la mélhode de Poncelet, 
nous aurons 

PR=:QR 4-/rjo,96[(P + Q)cosa -h/? cos(3] 

H- o,4[(P — Q) sina-f-/?sin(3]j, 

PR = QR H-/r(o,g6P cosa 4- o.gGQcosa -f- 0,96/7 cos (3 

-i-o,4P sina — o,4Qsina -i- o.^psin (3), 
ou 

PRz=QR 4- o,96P/rcosa -f- o,4P/'*sina 

-l-/r(o,96Q cosa -h 0,96/7 cos (3 — 0,4 Q sin a -f- o,4/7 sin (3). 

Faisant passer dans le premier membre les quantités qui 
renferment le facteur P, on aura 

PR — o,96P/rcosa — o,4P/rsina 
= QR-f-/r['o,96cosa — o,4sina)Q-f-(o,96cos(34-o,4sin(3}/?]. 
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Menant P dans le premier membre en facteur commun, 

P(R — o,g6/rcosa — • o,4/rsina) 
= QR-I-/A'[(o,96cosa — o,4sina)Q-f-(o,96coi5p-i-o,4sin(3)/;], 

d'où 

p_QR-h//'[(o,96cosa — o,4sina'0-|-(o,96cosp-j-o,4sinp);>]^ 

R — G , 9H>/r cos a — o ,4//' sin a 

Mettant au dénominaleur/r en facteur commun, 

p_ QR-h./r[(o,96cosa — o4sing)Q 4-(o,96cos(3~t-o,4sinP)/;] 
~ R — /r(o,96cosa 4- 0,4 sina) 

II y a lieu de faire observer que les directions des deux brins 
de la corde peuvent être telles que la composante du poids 
de la poulie perpendiculaire à OA se trouve être de même 
sens que la composante Ce de la résistance ulile Q. Dans ce 
cas, cette force devient négative, et la résistance de ce groupe 
de forces a pour valeur 

Y=:(P — Q)sina-;?sin(3. 

Par conséquent, dans l'expression définitive de p, le terme 
o,4sin(3 doit être affecté du signe —, et Ton aura 

p_ QR -^-/r[(o,96cosa ~ 0,4 sina)Q -h (0,96 cos^ — 0,4 sinp)/?] 

R —/ri 0,96 cos a -H 0,4 sin a) 

Le poids de la poulie étant généralement fort petit par rap- 
port à la puissance et à la résistance, dans les applications, on 
le néglige. 

20. Équilibre de la poulie mobile, — Considérons d'abord 
l'état d'équilibre, abstraction faite du frottement. Soit une pou- 
lie mobile dont la chape, supportant un poids Q, est soute- 
nue par une corde attachée d'un côté à un point fixe a, et sol- 
licitée de l'autre par un effort moteur P. La poulie étant en 
équilibre, les forces qui la sollicitent doivent donner lieu à 
une résultante égale à zéro. Ces forces sont au nombre de 
trois : i*> la puissance P; 1° la résistance Q ou le poids que 
l'on veut soulever; 3** la tension ï du brin de corde ac que 
produit le poids Q. Or, d'après ce qui a été vu sur l'équilibre 
de trois forces, celles qui agissent sur la poulie doivent être 



1 
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situées dans un même plan, el chacune d'elles doit être égale 
el direciemenl opposée à la résultante des deux autres. Les 
deux parties de la corde, prolongées suffisamment, se rencon- 
treront donc en un point situé sur la verticale passant par le 
centre de la poulie. Si Ton considère le poids Q comme immé- 
diatement appliqué au point 0, le parallélogramme des forces 
Onmk (Jig. i6) sera un losange, et par suite O/i ou la puis- 

Fig. i6« 




sance P sera égale à OA- ou à la tension T. Les deux triangles 
ABC, mnO étant semblables, à cause de la perpendicularité 
des côtés, on aura la relation suivante : 



On AB 



R 



d'où 



Ô^-BC ''''' Q-C' 



QR 



La verticale du point 0, étant la bissectrice de l'angle formé 
par les directions des deux parties de la corde, sera perpendi- 
culaire à la droite qui unit les points où elles se détachent de 
la gorge de la poulie. 

Ainsi, pour qu'il y ait équilibre, abstraction faite du frotte- 
ment, il faut : 

I® Que la sous'tendante de l'arc embrassé par la corde soit 
horizontale ; 
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2° Que la puissance soit au poids suspendu à la chape dans 
le rapport du rayon à la sous-tendante de Varc embrassé par 
la corde. 

Pour que P soil un minimum, c'est-à-dire pour qu'il y ait 
avantage du côté de la puissance, il faut que C devienne un 
maximum, ce qui aura lieu lorsque les cordons seront paral- 
lèles, car alors C = 2R. Il viendra donc 

2 

c'est-à-dire que la puissance est la moitié du poids à soulever. 
Si l'arc embrassé par la corde est la sixième partie de la cir- 
conférence de la poulie, C = R, et Ton a par conséquent 

P = Q. . 

La valeur de Pque nous avons trouvée n'est qu'approxima- 
tive; car la puissance doit être capable de vaincre non-seule- 
ment la résistance opposée par la tension T, mais encore le 
froltement dû à la pression exercée par le poids Q sur l'axe. 
Aussi faut-il, dans l'équation d'équilibre, introduire le mo- 
ment de celte résistance nuisible. Si r est le rayon de l'axe, 

nous aurons 

PR = TR-+-Q/r. 

OR 

Or, en négligeant le froltement, P=:T = -^. Substituant 

dans l'équation d'équilibre, op aura 



d'où 



PR = ^ -t- Q/r, 



'=¥-¥• ^=o(?-f 



Si les deux cordons sont verticaux, C=^ 2R, et il vient 

21. application numérique. — Poids à élever, y compris le 
poids de la poulie, de la chape et des garnitures. . Q = 250*^*. 
Rayon de la poulie ... R = o™,i2. 
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Rayon de l'œil r=r. 0^,01 

T/axe en fer ei la poulie en bois de gaïac ^^=0,11. 

L'arc embrassé par la corde 90®. 

Par conséqueni la corde 

C = R v/2 == o™, 1 2 X 1 ,4i4 = o™, 16968. 
i*' En négligeant le froitement, on aura 

25o X 0,12 



P = 



0,16968 
2® En tenant compte du frottement, 



, Pr=i^6>^s8o3. 



t5o 



f-^ 



\Q, 16968 



o, 1 1 X 0,01 

O, 12 



, P = 199^7- 



22. Équilibre d*un système de poulies mobiles. — On com- 
bine souvent des poulies mobiles de manière que la puissance 
d'une poulie soit précisément la résistance pour la poulie 
suivante. La première A (Jig. 17), dont la chape soutient le 



Fig. 17. 




poids qu'il faut élever, est embrassée par une corde dont une 
extrémité est fixe, tandis que l'autre est attachée à la chape 
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de la poulie suivante B; celle-ci est encore embrassée par 
une corde dont l'une des extrémités est encore fixe et l'autre 
attachée à la chape de la troisième poulie C. Enfin la corde 
qui embrasse celte poulie s'enroule sur une poulie de renvoi 
servant à transmettre l'effort moteur au système. 
Appelons 

R, R', R'' les rayons des poulies; 

c, c\ c" les sous-lendanles des arcs embrassés par les cordons; 
/, /', /" les tensions de ces cordons, faisant alternativement 
office de puissance et de résistance. 

Car il est évident que la tension /, par exemple, est la puis- 
sance pour la poulie A et la résistance pour la poulie B. Si 
donc, pour chaque poulie, on applique le principe relatif à 
une seule poulie mobile, nous aurons 



ou 



/ R 


V R' 


/" 


R'' 


Q-^' 


P R" 


/' 


v/' 



attendu que la tension i" est égale à la puissance P. Multi- 
pliant membre à membre, il viendra 

P//' RR'R" P RR'R'' 

ou TT = 



I ,JI ' 



(^tV cc'c" Q cc'c 

ce qui apprend que la puissance est à la résistance comme le 
produit des rayons des poulies est au produit des sous-ten- 
dantes des arcs embrassés par les cordons. 

Si les cordons sont parallèles, les sous-lendantes deviennent 
égales au diamètre, et l'on a, pour un nombre n de poulies 

^^-i-, d'où P^^. 

C'est le cas le plus favorable à la puissance, puisque P de- 
vient un minimum quand le produit des sous-tendantes est 
maximum. 

Dans un tel système, l'avantage croît avec le nombre des 
poulies; mais il est évident que ce résultat purement ihéo- 
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rique est considérablement diminué par les résistances nui- 
sibles que nous avons négligées. 

F'iQ. i8. 






L'équation P= -^^ qui lie entre elles la puissance, la résis- 
tance et le nombre des poulies composant le système, nous 
permettra de résoudre trois problèmes différents : 

1° Trouver la puissance P capable d* équilibrer une résis- 
tance Q avec un nombre n de poulies à cordons parallèles. 

2® Trouver la résistance Q qui pourra être équilibrée par 
une puissance donnée P au moyen de n poulies à cordons 
parallèles. Dans ce cas, on a 

Q = P X 2". 

3° Trouver le nombre n de poulies dont le système devra 
être composé pour équilibrer une résultante donnée Q au 
moyen d'une puissance P. LMnconnue étant w, on est amené 
à résoudre une équation exponentielle. Il viendra donc 

logQ = logP -f n log2 ou n log2 = logQ — logP 
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Cl 

logQ-lQgP 

71= : • 

iog2 

Pour tenir compte du frottement, désignons par r, r, r" les 
rayons des arcs. La tension / étant la puissance pour hi 
poulie A dont la chape soutient le poids Q, d'après ce qui 
précède, on aura 

/' élant la puissance pour la seconde poulie et t la résistance, 
on aura pareillement 

Remplaçant t par sa valeur, il viendra 



'■=o(^(f)(^-r 



De même encore 



i" ou p=t'{^^^-çy 

Substituant également à /' sa valeur en fonction de Q, 

Si nous supposons les poulies de même rayon, ainsi que les 
axes, et de plus si les axes embrassés par les cordons sont 
égaux, réquation deviendra 



P=rO 



("-0 



el, pour un nombre quelconque de poulies, 

-=«(5-0- 

Dans le cas où les cordons sont parallèles, c ~ 2R. Par con 
séquent 

MécD, —11. 
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11 est ulile d'ajouter que, pour procéder rigoureusement, il 
faudrait faire intervenir, dans les équations que nous avons 
successivement établies, le poids des poulies, celui des cordes, 
et de plus tenir compte du frottement de la poulie de renvoi. 

23. Application numérique. — Trouver la puissance capable 
d'équilibrer une résistance deSoo kilogrammes, en employant 
un système de cinq poulies mobiles à cordons parallèles. 

1° En négligeant le frottement 

2" En tenant compte du frottement, 

(les poulies sont en bois de gaïac et les tourillons en fer), 

R=:o,i2, r = o,oi, y:=o,ii; 

r^ r- I i^ o, I I X o,oi\* ^ . 

P=:500 fo,5o-+- — j , P=i:î7'^«,IOO. 

24. Équilibre de s moufles ou pal ans, — Les moufles ou palans 
sont employés pour élever de lourds fardeaux ou pour exercer 
des efforts de traction très-considérables. Cet appareil se com- 
pose de deux systèmes de poulies, Tune fixe et Tautre mobile. 
Les poulies d'un même système nommées poulies mouflées 
sont réunies dans une même chape. Tantôt les poulies sont 
inégales et ont, chacune, un axe particulier, tantôt elles sont 
égales et tournent sur un même axe faisant corps avec la chape. 
Le nom de palan est plus particulièrement donné à ce dernier 
dispositif. L'ensemble des poulies fixes se nomme moufle 
fixe et celui des poulies mobiles moufle mobile; quand les 
poulies sont inégales, chaque moufle est aussi appelée mou- 
flette ou moufle plate. Le mouvement est communiqué au 
moyen d'une même corde attachée à la chape de l'une des 
moufles et qui s'enroule alternativement sur une poulie de 
chaque moufle [fig, 19). 

Remarquons que, dans un système de ce genre, Téquilibrc 
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élant général, chaque poulie considérée séparémeni doil au'mi 
être en équilibre, el, comme elles sonl loutes embrassées par 
la même corde, il est clair que les tensions de tous les cor- 
dons doivent être égales; d'ailleurs, ces cordons 
pouvant être regardés comme sensiblement pa- ^'S- '9- 
ralièles, le poids Q se trouve dans les mômes 
conditions que s'il était sollicité par autant de 
forces parallèles de somme égale à la puissance P 
qu'il }' a de poulies, soit fiices, soit mobiles, ou 
de cordons. Ainsi, n élant ce nombre, on aura 

Pm = Q ou P— ^ 



De là celte conclusion : La puissunce est à la 
r^sUtance comme l'iinilé est au nombre des cor- 
dons gui embrassent les poulies de la mou/le 
mobile. 

Le cordon auquel est appliquée la puissance 
se nomme garant, el ceux qui s'enroulent alter- 
nativement sur les poulies des deux moufles 
sont appelés courants. 

Ces conditions d'équilibre peuvent encore 
être éiablies par le principe des travaux élémen- 
taires. Supposons, en elTel, que le poids Q sous l'action de la 
puissance P se soit élevé d'une quantité A, évidemment 
chaque poulie mobile se sera élevée de la même quantité, el, 
comme les cordons sont parallèles, chaque courant se sera 
raccourci d'une longueur égale au chemin li parcouru verti- 
calement par le poids Q; conséqùemment la quantité nh sera 
l'allongement du garant ou le chemin parcouru par le point 
d'application de la puissance. Nous aurons donc 



Px nh = Q/i, d'où P = 



Q 



Souvent, dans le premier dispositif, la mouHe mobile a 
paulie de moins que la moufle fixe {Jig- 20). Dans ce ca 
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corde esl altachée à la chape de la moufle inférieure, et les 
condilioiis d'équilibre restent les mâmes, parce que la poulie 
mobile la plus voisine de la moufle supérieure est encore sol- 
licitée par la force P de bas en haut au moyen du cordon dont 
l'extrémité est atfiichée à la cliape. Ce système a l'inconvénient 
d'occuper beaucoup de place : aussi, dans l'élévation des far- 
deaux, lui préfère-t-on le palan proprementdit, dont les poulies 
de chaque moufle ont l'axe commun. 

Dans cet appareil, la corde est altachée à une boucle placée 
à la partie inférieure de la chape qui comprend les poulies 
fixes. De là elle passe sur la première poulie de la moufle 
mobile, puis sur la première poulie de la moufle fixe, et ainsi 
de suite, c'està-dire, comme dans les dispositifs précédents, 
la corde se subdivise en autant de brins qu'il y a de poulies 

rie- an. Fi;;. 21. 



[Jig-m)- Les conditions d'équilibre se déduisent des mêmes 
considérations, de sorte que l'on a encore 

Ce qui a été dit précédemment sur le flottement des poulies 
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fixes à cordons parallèles nous permet d'établir les conditions 
d'équilibre du palan, en ayant égard à cette résistance nui- 
sible; car, si nous considérons un déplacement élémentaire, 
les poulies de la moufle mobile pourront être regardées 
comme fixes, et dès lors nous n'aurons qu'à appliquer à cha- 
cune la formule déjà trouvée 

p_Q(R±A). 

D'après cette hypothèse, qui s'écarte peu de la réalité, négli- 
geant le poids des poulies et celui des brins de corde qui, dans 
les cas ordinaires, ont peu d'influence sur le résultat, et dési- 
gnant par / la tension du cordon attaché à !a boucle, par /„ /j, 
/s,. . ., /,_,, tn ou P les tensions des brins suivants, nous au- 
rons 

__/(R^-/r) 

Pour plus de simplicité dans les calculs, posons 

R4-/r 

W -fr "' 

il viendra successivement 

Remplaçant ti par sa Valeur ta, nous aurons 

t2=^ta 

et, pour les tensions suivantes, 

ti= ta\ ii= ta\. .., /„_,= ^a«-*, t^ ou P=:/a*, 

Or la résistance utile faisant équilibre à toutes les forces 
parallèles représentées par les tensions des courants, nous 
aurons 

Q = t-hta-{- ta'-{- /a' -h ... -h /a"-* -h ta"-' 

ou 

Q = /( H- a -4 ri' + «3^. . . . + a^-^-h a"-' ). 
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La somme des quantités renfermées entre parenthèses est 
celle d'une progression géométrique dont le premier terme 
est I, et la raison a. Elle a pour valeur 

fl"""*X« — I «" — I 

-^-^—^^^——^—^^— ^^2 ^— — — ~~ • 

a — I a — I 

Substituant dans la valeur de Q, on aura 

a — I 

d'où 

,_ Q(«-i) 
i — ■ • 

Mais P = /a"; substituant à ^ sa valeur, il viendra 

Qfrt — i)a« 



P = 



a"— I 



Telle est l'expression qui donne la condition d'équilibre du 
palan en tenant compte du frottement. 

25. Application numérique. — Trouver V effort qu il faudra 
exercer sur le garant d'un palan composé de six poulies pour 
soulever un poids de 8oo kilogrammes, 

1° En négligeant le frottement 

n o 

2° En tenant compte du frottement 

a" — I 

Rayon des poulies II = 0,1, rayon des tourillons r= 0,006. 

Des observations faites par Poncelet, il résulte que dans les 
applications aux machines industrielles, pour les tourillons 
en bois, en fer, en fonte, en bronze et en cuivre enduits 
d'huile, de suif ou de saindoux, /a pour valeur moyenne 0,07 
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OU 0,08, et que Ton doit prendre/=o,i5, si les surfaces ne 
sont qu'onctueuses: 

R-\-fr 0,1 H- o,i5 X 0,006 0,1 ooq ^ 

l\ — fr 0,1 — o,i5Xo,ooD 0,0991 

a — 1 = 0,018, «"-=: (ï,oi8)*== 1,1 13, a" — 11^ 0,11 3. 

Par conséquent 

p^8ooXo.o.8x..ii3^ 33^ 

o,ii3 
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CHAPITRE II. 



26. Équilibre du treuil.— Le ireuil est une machine qui sert 
à transformer un mouvemeni circulaire coniinu en un mouve- 
ment rectiligne continu perpendiculaire à i'axe de roialion. Le 
lotir ou treuil se compose d'un rylindre en bois ou en fonte, 
nommé arbre du treuil. Il est terminé à ses deux extrémités 
par detix tourillons métalliques de même axe reposant sur 
deux appuis fixes. Quand l'appareil est en mouvement, il se 
trouve dans les mêmes conditions que s'il tournait autour de 
son axe géométrique considéré comme une ligne fixe. Les 
tourillons sont disposés sur les supports, de manière que l'axe 
de l'arbre tournant soit horizontal. La résistance à vaincre est 
ordinairement un poids Q que l'on veut élever, Qxé à une 



corde qui s'enroule autourdu cylindre, tandis que la puissance 
P le fait tourner, soit en agissant au moyen d'une corde tan- 
fieniiellement à une roue H perpendiculaire à l'axe de ce cy- 
lindre, soit en agissant sur une ou plusieurs barres traversant 
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le cylindre normalement, soit encore à l'aide d'une manivelle 
[fig, 22). Cet appareil, qui affecte des formes diverses, a reçu 
différentes dénominations suivant l'objet auquel il est destiné 
et suivant la position de Tarbre. Ainsi, quand l'axe est hori- 
zontal, auquel cas il sert à l'élévation des fardeaux, on l'ap- 
pelle particulièrement tour ou treuil, et, quand l'axe est ver- 
tical, on le désigne sous le nom de cabestan. Quoi qu'il en soit 
de la disposition qu'on lui donne, les conditions d'équilibre 
s'établissent toujours de la même manière. 

Supposons que la puissance P agisse au point Â tangentiel- 
lement à la circonférence d'une roue de rayon R et que la 
résistance Q soit appliquée parallèlement au plan de la roue, 
suivant une direction verticale tangente à la section droite du 
cylindre de rayon r. Par l'axe XX' (Jtg. 23) du cylindre et le 

Fig. 23. 







ATc' 



X' 







rayon Oa qui passe par le point d'application a de la résistance 
Q, menons un plan qui évidemment coupera la section du 
cylindre contenu dans le plan de la roue suivant un diamètre 
parallèle au diamètre du point a; de plus la droite aa' qui unit 
les extrémités opposées des deux diamètres sera divisée au 
point K en deux parties égales, ainsi que cela résulte de l'éga- 
lité des deux triangles KOrt, KO'a. Cette construction auxi- 
liaire se réduit donc à mener parle point 0' un rayon O'a' 
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parallèle au rayon Oa ei de sens inverse. Au point a' appli- 
quons deux forces Q', Q^ directement opposées, égales et 
parallèles à la résistance Q; comme elles se neutralisent, elles 
ne modifieront, en aucune façon, Téiat du système. Remar- 
quons que la résultante des deux forces égales Q, Q' ayant son 
point d'application sur Taxe au point K sera détruite par la 
résistance qu'il oppose. Nous n'aurons donc à considérer que 
la force P et la force Q'^ égale à Q, situées dans un même 
plan, la première agissant au point A et la seconde au point a\ 
Le point 0' étant le centre des moments, Téquation d'équi- 
libre sera 

PxO'A = QxO'«' ou PR =^Qr 

Cl 

Q- R* 

Ainsi pour l'équilibre du tour, abstraction faite du frottement, 
il faut que la puissance soit à la résistance comme le rayon 
du cylindre est au rayon de la roue. 

Pour établir les conditions d'équilibre en tenant compte du 
frottement, il est indispensable de connaître les pressions 
exercées au mil'eudes tourillons sur les appuis. Remarquons 
à cet effet que les seules forces qui agissent sur l'axe sont la 
puissance P, la résistance Q et le poids de l'appareil />, con- 
centré au centre de gravité G. Décomposons chacune de ces 
forces en deux autres parallèles appliquées sur les tourillons 
C et C. Comme les composantes de /? et de Q sont de même 
direction et de même sens, elles se réduiront à une seule force 
verticale, de sorte que sur chaque tourillon nous n'aurons à 
considérer que deux forces, l'une verticale, égale à la compo- 
sante de Q augmentée de la composante de p, et l'autre parallèle 
à P. Désignant par 5, s' les résultantes respectives de ces deux 
groupes de forces, l'équation d'équilibre sera 

PU =: Q r + sjy + s'fr' ou PR = Qr -f-//-' s -^ s'). 

Cette équation d'équilibre montre que, les rayons des^deux 
tourillons étant égaux, la somme des pressions qu'ils suppor- 
tent est égale à la pression que supporterait un seul tourillon 
soumis à l'action de la résultante générale des forces extc- 
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rieuresqui sollicitent Tappareil. Si nous faisons 5 + 5'= S, 
réqualion deviendra 

Cherchons présentement la valeur de la résultante S. Appe- 
lant a l'angle formé par la direction de la puissance P avec la 
verticale, la construction du parallélogramme des forces nous 
fera connaître la grandeur géométrique OS delà pression nor- 

Fig. ^ 




maie {Jig. 24). Sa valeur algébrique sera donnée par Téqualion 

suivante : 

S'— P'+ (Q -h />/-h 2P(Q -^p) cosct. 

Pour plus de simplicité dans les calculs, posons Q'= ^-/^» 
et Ton aura 

S^ = p2-4-Q'*-+-2PQ'cosa et S z^ ^P- -h Q'* -h 2PQ'cosa. 
Substituant dans Téqualion d'équilibre, 



Vn =. Q r -h fr' y/P' -h Q'' -h 2.VQ' CO^o:, 
PU — Q r = fr' v/P^-4-Q'^-f-2PQ'cosc: , 

Élevantau carré les deux membres, 
p^^R^^-QV^' — 2PQRr=:P»/'^r'»-f-Q'>/»r''4-2PQY''"cos-, 

Faisant passer dans le premier membre tous les termes i\uï 
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renferment le facteur P et dpns le second ceux qui ne le con- 
tiennent pas, on aura 

P2K2_ 2PQUr-~ P'/V^— 2PQ'/'f'='cosa=:Q"/V'»— QV». 
Menant P^ et 2P en facteur commun dans le premier membre. 

Divisant les deux membres par le coefficient de P', 

_ 2P(QRr-f-Q^/'r^»cos«) __ Q'^f'r'—Q^r* 



d'où 






-y R2-/2r'' "^ (^\\2_p,.i2y 



Réduisant au même dénominateur les quantités sous le radical, 



QRr-+-QyvVosa _ / (Q7='/'-='-QV-')(R»-/V»)H-(QR/-H-QyV'cosa) ' 

Faisant sortir du radical le dénominateur qui est un carré par- 
fait, on aura 

Effectuant les calculs indiqués sous le radical, 



QRr-+-Q7V^cosa ^ yj -i- Q ' \pr'* cos'g -+- aQQ^Rrpr'^cosa ( 

11='-/='/ '2 ~ ~* R'~/V'^ 

Mettant sous le radical /'r'* en facteur commun et suppri- 
mant le terme Q*R*r% qui s'y trouve deux fois affecté de si- 
gnes contraires, 



QRr^-QVy^cosa ^ v/pr''(CyV='-QVV'='H-QV'-hQ^7V^cos='aH-2QCV/cosà) 
- R2_yv=' ~ R='-/V'^ 

Faisant sortir du radical le carré parfait/'r'% 



[^ 2 __ y 2 ,.'2 -./ '•^ * I^i _ p ,./2 
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Menant sous le radical Q'* en facteur commun, ainsi que 



Comme pour la poulie fixe, nous ferons observer que la vc- 
riiable valeur de P est celle qui correspond au signe -f- qui 
affecte le radical. En définitive, nous aurons 

Dans les applications, il faudra avoir soin de remplacer Q/ 
par Q-f-/?, c'est-à-dire d'augmenter le poids à soulever du 
poids de Tappareil. 

27. Cas particuliers. — i"* La puissance agit verticalement. 
— Dans ce cas elle est parallèle à la résistance et angle a = o, 
cosa= I. 

L'équation devient 



Pr= 



QRr 4- Q\pr'' -^ fr" y/Q^^R^-f- QV' -f- aQQ^Rr 

R'— /'r'2 ^ 



ou bien, attendu que la quantité sous le radical est un carré 
parfait, 

QRr-f-QX^r-'+/rV(Q-R + Qr)^ 

W—J'r'' ' 

_ QRr-*- QT^r'M-//^ (Q-R + Qr) 

QR r + 07^ r ' - -i- Q ^ R /r^ -4- Q rfr' 

R^-/V 

Mettant Qr et Q'/r' en facteur commun, 

Qr(R^/r-) + Q7r-(R-4-/r^) . 
R»— /V^ ' 

remplaçant Q' par sa valeur Q -+-/?, 

_^ Qr(R +/r-) -t- (Q -^ p)(^^fr')fr' 

iV-pr" 
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OU bien 

Le dénominateur étant la différence de deux carrés, on 
aura 

p_ Qr(R+/rO + 0/'-'{R H/*-') + /î/>-'(R+/r') 



-r— • 



(R+/r')(R-/r') 

Divisant par R +//•' les deux termes du second membre, 

p Qr-hQfr' + pfr- 
K-fr' 

Mettant au numérateur Q en facte jr commun, 

Qir-^fr') . pfr' 



P 



ii-fr^ K-/r' 



On peut parvenir directement au même résultat: en effet, 
toutes les forces extérieures transportées sur Taxe étant pa- 
rallèles et de même sens, la pression normales aura pour va- 
leur 

S=P-f-QH-D; 

par conséquent l'équation d'équilibre deviendra 

PR = Qr -f- ( P 4- Q -hp)fr'. 



d où 



et 



PR=: Qr-f^ P/r'+ Q/r'+ p/r', 
PI\~P/r'=Q(r4-/r')H.//r', 
P(R~-/r') = Q(r+/r')-f-/>/r' 



2° La puissance et la résistance sont rectangulaires. Alors 
angle a = 90" et cosa = o. 
L'équation devient 



QRr-f/r\/CVMR»-/r-M-^Q>' 
R2— /^'^ 

Comme dans le cas particulier qui précède, on peut trouvei 
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(Ilreciemeni la valeur de la puissance P; car, les forces élanl 
perpendiculaires Tune à l'autre, on a 



S^= P» 4- Q'\ d'où S = v^P' -h Q'\ 
L'équation d'équilibre sera 



PR — Qr-f-/rVP'-^Q% d'où PR — Qr=://' v^P^-i- Q '^ 
Élevant au carré les deux membres, 

P R»+ QV— 2PQRr = P»/Vh- Q'yv, 

P^R^— P2/*/'2_ ^PQRrrrr Q'2/V^— QV', 

P^(R^ — /^r'^)— oPQRr^-Q'^^r'^— Q=r% 

11'—/=^'=»"" R— /^r'» ' 

d'où 






p^ Q^^ , / QV-T-^-QV» ^ QMVr 



1^=^— /V^ V IV— /V" iR» — /V^j' 

Réduisant au même dénominateur les quantités placées 
sous le radical, 



__ QRr / (Q'\f^r'^-Q'r^){R' — pr'')-hQHVr^ 

R^— pr'-^'^V ' (IV— /^/')^ 

Faisant sortir le dénominateur du radical ei effectuant les 
calculs indiqués. 



QRr-f- v^Q^^R'/V^— Q'R»/^— Q^'/^ r^^-^Q'/YV^-f-QMVr 

R'— /V 

Mettant sous le radical /V en facteur commun, 

QRr+v//VW^R'^^^^QV^''+ QV^ 

R'-yV^» 

Faisant sortir du radical le carré /V^ et mettant Q"en fac- 
teur commun. 



R'-yV^ 
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Remplaçant Q' par sa valeur Q 4- j», on aura 

QRr4-/A^ v/( Q -^ p?{ ^'-pr'^) + Q'r"> 

Dans ce cas particulier on peut obtenir une valeur appro- 
chée de la puissance en appliquant la méthode de M. Ponce- 
let pour le calcul des radicaux; car, P étant moindre que Q' 
ou Q -+- /?, on aura, à -5^ près, 

S = o,96(Q-4-/>)-i-o,4P. 

Remplaçant S par cette valeur dans Téqualion d'équilibre, 

on aura 

PR = Qr +/r' [0,96(0 + /?) -h 0,4 P], 

PR=:Qr-t- 0,96(0 -f-,.)/r'+o,4P/r', 

d'où 

p _ 0(r+o , 96/r0- f- o^of^pfr' 

R _ 0,4/r' 

28. Application numérique. — Trouver V effort qit il faut dé- 
velopper tanf^entiellement à la circonférence d*une roue de 
o^jôo de rayon pour élever un poids de 3oo kilogrammes sus- 
pendu à une corde qui s'enroule sur un cylindre de o"^,o8 de 
rayon. — Les tourillons enfer, tournant sur des coussinets en 
bronze, ont o™,o2 de rayon. Le poids de V appareil est é^al à 
4o kilogrammes. 

= 3oo^«, p =: 4o^«, R = o'^S 5o, 
/• = o^«, 08, r' = 0^8, 02, f=z o*"», 07. 

La direction de la puissance forme avec la verticale un angle 
de 60 degrés. 

1° Abstraction faite du frottement, 

p j[, p=%:, p^ 300x0.08 ^ p^ 

R R o,5o 

2" En tenant compte du froliemenl, 

p^ Qjr -^ 0.9^ fr') 4- o^gGpfr' 
R— /r'(o,96cosa -t-o,4sina) 
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D'après les Tables des lignes naturelles, 

sin6o''= 0,866, 00560"= o,5o. 

Substituant les données numériques dans la formule géné- 
rale, 
p__ 300(0,08 + 0,96x0,07X0,03) + 0,96x40X0.07X0,03 

~ 0,50 — 0,07X0,02(0,96x0,5 + 0,4x0,866) ' 

P = 49'". 
29. Treuil des carriers. — Cet appareil est une roue à che- 
villes ordinairement employée pour élever jusqu'au niveau 
du sol les pierres ou les ardoises extraites du Tond des car- 
rières. L'effort moteur est le poids d'an homme qui passe 
d'une cheville à celle qui suit. Quand l'ouvrier monte sur 
les chevilles, il est à remarquer que la force motrice est 
consunte, mais le bras de levier varie avec la position de 

Fi(î. tS. 



l'homme sur la circonférence de la roue. Aussi, pour conserver 

à l'appareil le mouvement uniforme, faut-il qu'il y ait équi- 

^ic. D. — 11, 6 > 
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I 

libre entre la puissance et la résislance, ce qui exige que 
i'iiomme résle constamment au même point de la circonfé- 
rence considérée comme immobile {Jig, 26). 
Soient 

P le poids du corps de Thomme; 

r le rayon du cylindre sur lequel s'enroule la corde; 

Q le poids que Ton veut élever. 

Si OD est la longueur de la perpendiculaire abaissée du 
centre de la roue sur la verticale passant par le centre de 
gravité du corps de l'homme, on aura Téquation suivante : 

P.OD^Qr, d'où 0D==.^' 

Cette relation servira à trouver, connaissant le poids de 
rhomme, la position qu'il devra occuper sur la circonférence. 

Quand l'ouvrier monte sur les chevilles, le moment de la 
puissance devenant supérieur à celui de la résistance, le 
mouvement de la roue commencera en sens contraire de celui 
de l'homme. En vertu de ce mouvement de rotation de l'ap- 
pareil, l'homme sera donc entraîné vers le point correspon- 
dant à la position d'équilibre, et s'il négligeait de monter sur 
la cheville suivante, il passerait au-dessous de ce point; mais, 
dans ce cas, le moment de la résistance étant plus grand que 
celui de la puissance, la roue prendra un mouvement de ro- 
tation en sens contraire du premier, qui le ramènera à la po- 
sition d'équilibre. 

L'appareil présente donc toutes les conditions de stabilité 
nécessaires à la sécurité de l'ouvrier; mais il est évident 
qu'elles ne peuvent être réalisées que si l'homme se meut 
sur la partie de la circonférence de la roue située au-dessous 
de l'axe. 

30. Cabestan. — Le cabestan est un treuil à axe vertical qui 
se manœuvre généralement au moyen de barres horizontales 
qui permettent aux hommes d'agir sans retirer et remettre 
ces barres. On l'emploie dans les ports et sur les vaisseaux 
pour exercer des efforts considérables de traction et notam- 
ment pour dérâper, c'est-à-dire pour détacher l'ancre du fond 
dans lequel elle est fixée. La charpente qui supporte l'arbre 
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du cabesun se compose de deux panies syméiriques repré- 
seniées en projection orlliogonale par kk' {fig. 26). Ces pai- 
lies sont supérieurement reliées enire elles par une iraverse, 




et inférieupemenl par deux autres traverses figurées horizon- 
lalemeni par HH'. A )a traverse supérieure ei à l'une des tra- 
verses inférieures sont pratiquées des ouvertures qui donnent 
passage aux tourillons de l'arbre. Le tourillon supérieur se 
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termine par une lêle munie des barres horizontales sur les- 
quelles agissent les hommes chargés de la manœuvre. Comme 
on emploie le cabestan dans des cas oii il faut opérer des 
mouvements souvent fort étendus, Tarbre ne saurait avoir 
une hauteur assez grande pour que la corde puisse totalement 
s'y enrouler. Elle fait seulement quelques tours sur le cy- 
lindre, et le brin libre est tendu et déroulé par un homme, 
tandis que le brin auquel est appliquée la résistance s'enroule. 
D'ailleurs l'expérience montre que quelques tours seulemept 
de la corde, concurremment avec la traction exercée par 
l'homme qui agit sur le brin libre, déterminent une adhérence 
suffisante pour empêcher tout glissement. L'appareil est re- 
tenu sur le sol par des cordages et des piquets convenable- 
ment disposés. La théorie du cabestan est absolument la 
même que celle du treuil à axe horizontal. 
Comme précédemment, appelons 

P la puissance; 

Q la résistance; 

R le rayon de la circonférence décrite par le point d'applica- 
tion de la puissance appliquée perpendiculairement à la 
direction de la barre; 

r le rayon du cylindre sur lequel s'enroule la corde; 

r' le rayon du tourillon inférieur; 

/' le rayon du tourillon supérieur; 

/, /', f" les coefficients du frottement pour les tourillons c, 
c' et pour le pivot du tourillon inférieur; 

a l'angle formé par la puissance P, dans une certaine position 
avec la résistance Q de direction invariable; 

p le poids de la partie de l'appareil qui porte sur le pivot; 

/?, la dislance verticale de la puissance au milieu du tourillon 
supérieur; 

q la dislance de la résistance au même tourillon; 

/ la distance des milieux des deux tourillons. 

Si l'on néglige le frottement, on aura l'équation suivante : 

PRr=Qr ou |==g' 
c'est-à-dire que la puissance est à la résistance comme le 
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rayon de V arbre est au rayon de la circonférence que tertd à 
décrire le point d'application de la puissance. 

Pour tenir compte du frottement, remarquons que nous 
avons trois pressions distinctes à considérer : i* celle sup- 
portée par le tourillon inférieure; 2° celle supportée par le 
tourillon supérieur c'\ 3*» celle qui résulte du poids de l'arbre 
sur la base du pivot. D'après ce qui a été vu sur le frottement 
des pivots, le frottement occasionné par cette dernière pres- 
sion a pour valeur \pf"* Si d'ailleurs on désigne par S, S' les 
pressions individuelles supportées par les tourillons c, c', on 
aura l'équation d'équilibre 

PR = Q r -f- S/r' + S/V" h- }/>/>'. 

Pour trouver les pressions S, S', cherchons les composantes 
de P et Q qui se transmettent aux milieux des deux touril- 
lons. A cet effet, la puissance P étant transportée parallèle- 
ment à elle-même en un point de l'axe, décomposons-la en 
deux forces, l'une normale à la direction de la résistance, et 
l'autre parallèle à la même direction. Ces deux composantes 
auront pour valeurs respectives 

Pcosa, Psina. 

Décomposons encore ces deux dernières forces, chacune 
en deux autres parallèles, appliquées aux milieux des deux 
tourillons, et appelons :r, ^' les composantes de Pcosa, elj^, 
X' celles de Psina. Nous aurons 



X 



P 


cosa 




/' 




x' 




i+p, 


p 


cosa 


i 




r 




P' 


p 


sina 


r. 


p 


sina 




i-hp, 
i 



,, X Pcosap, 
d ou x=i -. — ^^ 



/_ Pcosa(/-H p t) ^ 
l 



5 d'où x'= i , 



,, , Pslna/?, 
dou x= j—^'^ 



., , , Psina(/4-pi) 
> d ou j'= 2 ^--^• 

Cherchons maintenant les composantes de la résistance Q 
qui se transmettent sur les tourillons : si nous les appelons 
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o:,, .r',, on aura encore, d'après la règle indiquée pour la dé- 
composition des forces parallèles, 

- = 1, dou x, = -^-, 

^ = i=j^, d'où x', = ^i^'. 

Les deux forces -. — — et -^ élani parallèles et de nnênie 

il 

, . , V . ^ 1 Pcosao, Qq 
sens, leur résultante est égale a leur somme ^— ^ H — r^*, 

de sorte que la pression S supportée par le tourillon c est la 

' 1 . j /. , . Pcosa/7, Qq 
résultante des deux forces rectangulaires -. — - — i — j^ et 

Psinap, 

j — —' On aura donc • 



v/' 



s _- ^ / (Pcoscgjg, -\~QqY -4-P'sin'g/ ?i 

/2 



ou 



s == j- v/(P cosa/?, + Qg)' 4- P' sin^apî . 

i\ * 1 . .11 • / 1 /• Pcosa{/ H- £?,) 
De même, pour le tourillon c, les forces -. — -^— - 

et — ^ étant de sens contraires se combineront en une 

1 j 11 Q(^— </) Pcosa(/-i- p,) 
seule dont la valeur sera ^ . ^ -. ^— ^? attendu 

1 ^,, V 1 j Pcosa(/-t- p,) 
que la composante Qil—q) est plus grande que j ^— • 

Ainsi nous aurons pour la valeur de la pression supportée par 
le tourillon c' 



Y^ / mi-q)-Pcos^{l + p,) -V 



— q) — Pcos<x{t-hp,)'\' P-'sin'«( / + />,)' 

4- ji , 



S'=' 



j \/[Q{l - q) -V cos«(t+ p,)Y -+-P'sm'a{l-hp,y. 
Appliquant la formule qui donne la valeur approchée des 
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radicaux, 

0,96?/?, cosa o,96QÉf -4- o,4P/?i sina 
8 = --—^ + -^ -l ' 

0,960? PDifo.QÔcosa H- o,4sina) 

s = —j— + ^ , 

c> ">96Q(^ — q) o,96Pcosa(/-4-/>i) o,4Psina(/+p,) 
S = --— ^ •- j + j , 

Remplaçant S et S' par ces valeurs dans l'équation générale 
d'équilibre, on parvient à une équation du premier degré 
facile à résoudre qui donne la valeur de la puissance P. 

Lorsque la tête de l'arbre est armée de plusieurs barres 
formant entre elles des angles égaux, si les hommes agissant 
sur chaque barre développent le même effort, la puissance P 
étant la somme de plusieurs forces égales symétriquement 
distribuées autour de Taxe, le^ composantes de toutes ces 
puissances pariielles se détruisent mutuellement, parce 
qu'elles sont égales et de sens contraires. Ainsi, dans ce cas, 
les seules forces qui occasionnent le frottement sont les 
composantes de la résistance Q; par conséquent l'équation 
d'équilibre deviendra 

p_Q^ , Qfr'q-i-Q . f'r"{l-g] ^,„/V 
~ R RI '^ R ' 

Si, dans ce cas, on suppose égaux les rayons des deux tou- 
rillons, et de plus/=/', il viendra 

p_Qr , Qqfr'+Qfr'(l-q) fr' 

R RI '^ R ■ 

Mettani Qfr' en facteur commun, 

p_Or . Qfr'{q+l~q) ^fr' 

p_Q'- . 0/'-' ,„/::^ 
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OU 

R ^'P R 

Dans l'hypothèse où P serait quelconque, si/=/' el r'= r**, 

on a 

PR = Qr^fr'iS -f- S') + fP/V. 

Remplaçant S el S' par leurs valeurs que nous avons trou- 
vées, on aura 

G . G;_ o,96PpiC0s« , 0,960^ ^ o,4Pp.sinQ r , o,96Q(/— 7) 
o,96Pcoso^(/ + /?i) o,4Psina(/ + /?,) 

1 "*" z ' 

o,9 6PptCO S« o,96Q(gf + /— g) o,4Psina(/H- 2/y| 

o,96P/cosa o,96P/?iCosa 
'' 1 / 

En réduisant il viendra 

S -f- S' 1=0,960 -f-o,4Psina j-^ — o,96Pcosa. 

Introduisant cette valeur dans Téquation d'équilibre, 

PR = Qr-+- o,96Q/r'^- o,4P/r' LtlEl sina - o,96P/r' cosa -h ipj'r', 

d'où 
PR - o,4P/r' i±^ sina -h o,96P/r' cosa = Qr-h o,cfiQfr' ^\pf r', 

Mettant P en facteur commun dans le premier membre, 
pPr +/r'(o,96 cos« - 0,4 L±2ElJj = Qr+o,^Qfr'+ \pf"r', 

d'où 

p_ Qr-4-o,96Q/r'4-i/>fV ^ 

Dans les ports de mer, sur les quais et principalement à 
bord des vaisseaux, cet appareil reçoit une autre disposition. 
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Il se compose d'un arbre en fer solidement fixé dans un massif 
en maçonnerie ou dans la membrure du vaisseau. Le sommet 
de jcet arbre fait office de pivoi, et le corps du cabestan creusé 
à cet efifet est intérieurement garni d'une crapaudine en cuivre 
qui repose sur le pivot. Le corps du cabestan est formé de 
trois ou quatre pièces de bois reliées ensemble par des freltes, 
et quelquefois dans Tintérieur sont des cercles de friction. 
Ce dispositif a une grande analogie avec Tarbre de la turbine 
Fontaine-Baron. 



;4 
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31. Plan incliné, — On donne généralement le nom de 
plan incliné à un plan qui réunit deux plans horizontaux. Il a 
pour objet de changer un mouvement rectiligne continu, sui- 
vant une direction donnée, en un autre de même nature sui- 
vant une autre direction. La distance verticale qui sépare les 
deux plans horizontaux se nomme la hauteur du plan incliné; 
la distance horizontale entre les deux extrémités du plan in- 
cliné en est la base. Le rapport de la hauteur à la base, c'est- 
à-dire la tangente trigonométrique de Tangle du plan avec 
rhorizon, est la pente ou la déclivité du plan. Enfin, pour 
longueur du plan incliné, on prend la ligne de plus grande 
pente, limitée aux deux plans horizontaux que fait communi- 
quer le plan incliné. 

32. Relation entre la puissance et la résistance^ abstraction 
faite du frottement. — Soit un corps de poids P placé sur un 
plan incliné et sollicité par une force F agissant au-dessus de 

Fig. 27. 




ce plan (fig, 27). Désignons par a l'angle du plan incliné, et 
par j3 Tangle que forme la direction de la force avec le plan. 
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Cette force F peut être décomposée en deux autres, Tune ge 
parallèle au plan incliné et tendant à faire monter le corps, 
l'autre gd normale à ce plan. De même le poids P du corps 
se décompose en deux autres forces, la première gm parallèle 
au plan et tendant à faire descendre le corps, la seconde gn, 
neutralisée par la réaction du plan. Ainsi, pour que Téquilibre 
existe, il faut et il suffit que les deux composantes gm et ge 
directement opposées soient égales. En exprimant leurs va- 
leurs respectives en fonction de F et de P, on aura 

r. o ¥1 . T^ Psina 

FcosûirzPsina et F = —. 

^ cosp 

Les composantes normales au plan ont pour valeurs 

Pcosa et Fsin(3. 

Comme elles sont de sens contraires, la pression normale S 

sera 

S — Pcosa — Fsin|3. 

Au lieu d'opérer la décomposition de la puissance et de la 
résistance, on aurait pu immédiatement poser Téquation d'é- 
quilibre en vertu de ce théorème, que nous avons déjà appli- 
qué au principe des vitesses virtuelles : La projection de la 
résultante de plusieurs forces sur un axe de direction donnée 
est égale à la somme algébrique des projections des compo- 
santes. Or, l'équilibre existant, la résultante doit être égale et 
directement opposée à la réaction normale du plan, et par 
suite sa projection sur ce plan est un point, d'où 

gm = ge. 

Discussion. — Dans l'hypothèse admise, que la puissance F 
agit au-dessus du plan incliné, la composante normale Fsin(3 
est négative; mais, si elle est appliquée au-dessous du plan, 
dans une position g-F' symétrique, cette composante s'ajoute 
à la composante P cosa du poids du corps, et la pression nor- 
male exercée devient 

S — Pcosa-+-Fsinp. 

Ainsi, si nous appelons toujours p l'angle formé par la nou- 
velle direction de la force avec le plan incliné, le seul chan- 
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gemeni à apporter dans la valeur de la pression normale con- 
siste à remplacer -4- (3 par — (3, c'est-à-dire que cette équation 
aura un caractère général, en ayant soin de considérer comme 
positifs les angles formés par la direction de la force au-dessus 
du plan, et comme négatifs ceux qui sont au-dessous. 

De la relation -=r = ^ on déduit 

P cos(3 

Psina 
cos(3r=— 

Si donc la puissance F est donnée sans que sa direction 
par rapport au plan incliné soit connue, il sera facile de la 
déterminer, et, d'après ce qui précède, il y aura deux valeurs 
-h (3 et — (3 également admissibles. De là cette conclusion : 

Un corps pourra être tenu en équilibre par la même puis- 
sance agissant sous deux directions symétriques par rapport 
à la direction du plan incliné. 

Or, comme le cosinus d'un angle ne peut être supérieur à 
Funité, il faudra que l'on ait 

F>Psina ou F^Psina, 

ce qui signifie que la puissance F devra être plus grande que 
la composante du poids P parallèle au plan incliné ou au 
moins égale à cette composante. 

D'autre part, puisque le corps doit être retenu sur le plan, 
il faut que la pression normale S soit positive; on aura donc 

Pcosa — -Fsin(3>o ou P cosa > F sin(3. 

Évidemment cette condition sera satisfaite lorsque la puis- 
sance F agit au-dessous du plan, puisque la composante 
Fsin(3, dans ce cas, est positive et qu'elle s'ajoute à la com- 
posante du poids du corps. Mais il ne saurait en être de 
même lorsque la force agit dans une direction symétrique g^F 
au-dessus du plan. 

Pour continuer cette discussion analytique, rapprochons 
les deux relations établies 

^ Psina _^ r« • ^ 

cosp = — = Pcosa — F smp>o: 
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d'où Ton déduit 

cos3 P Pcosa . ^^ 

-^—^ = û ®t — û sin p > o. 

sina F F ^^ 

p 

Remplaçons dans Tinégalilé le rapport p; par sa valeur 

-r-^y il Viendra 
sina 

co 
sina 

Faisant disparaître le dénominateur, 



cos6cosa . o-^ 
\- smp^o. 



cos(3cosa — sinasin(3>o ou cos(a + j3)>o. 

Or, comme la limite inférieure du cosinus d'un angle est 

zéro, auquel cas cet angle vaut 90 degrés, il est évident que 

l'on aura 

a-l-P<;90° ou (3<9o*»— a. 

Remarquons que 90® — x est le complément de l'angle du 
plan incliné, et de plus que, sur la figure, il est représenté 
par l'angle Xg^Y que forme une verticale du point g avec une 
parallèle à la direction du plan passant par le même point. 
Ainsi Tangle (3 ne peut pas devenir supérieur au complément 
de l'angle a, mais il peut lui êlre égal, ce qui apprend que, la 
puissance agissant au-dessus du plan incliné, le problème 
sera toujours possible si sa direction ne s'écarte pas de la pa- 
rallèle au plan au delà de la verticale g Y. 

A la limite, c'est-à-dire lorsque (3 = 90° — a, on aura 

cos(3 =: sina. 
Par suite de la relation fondamentale, on déduit 

F=:P. 

Dans ce cas le corps ne fait que toucher le plan sans exer- 
cer aucune pression. 

Celle valeur de la puissance égale au poids du corps est la 
plus grajide qu'elle puisse acquérir, que le corps agisse au- 
dessus ou au-dessous du plan incliné. 

Enfin, si nous supposons la puissance F plus grande que la 
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résistance P, le corps ne pourra être retenu sur le plan qu'à la 
condition que la force agira en dessous du plan; car, dans le 
sens opposé, elle soulèverait le corps au-dessus du plan. Ainsi 
la valeur P attribuée à la puissance F n'est qu'un maximum 
relatif. Il ne saurait en effet y avoir de maximum absolu. 

Dans cette discussion générale, nous avons négligé les di- 
mensions du plan incliné et uniquement considéré l'angle 
qu'il forme avec l'horizon. Pour donner aux conséquences 
une interprétation géométrique, admettons que ce plan est 
limité comme nous l'avons indiqué, et désignons la hauteur, 
la base et la longueur respectivement par H, B et L. 

1° L'angle (3 = l'angle a, auquel cas la puissance F est hori- 
zontale. 

On aura 

F sina F H 

jr = ^ = ianga ou -rr = — , 

P cosa ° P B • 

ce gui apprend que la puissance est à la résistance comme la 
hauteur du plan incliné est à sa base. 
De cette relation on déduit 

«^ Psina H 

A 1;* — • 

cosa B 

Si l'angle a est moindre que 45 degrés, la hauteur est infé- 
rieure à la base, et la puissance F est moindre que la résis- 
tance P; mais, si a est supérieur à 45 degrés ou H>>B, l'avan- 
tage cessera d'exister. Enfin, si « = 4^" ^^ H = B; la puissance 
devient égale à la résistance. 

2° L'angle (3 est égal à zéro, ce qui correspond au cas où la 
direction de la puissance F est parallèle au plan incliné. Alors 
cos(3 = I, et la relation devient 



F 

p- =^ sina. 



Or sina = — -, donc 

Là 



F H 
P"~ L 



Jinsi la puissance est à la résistance comme la hauteur du 
plan incliné est à sa longueur. 
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Comme H est toujours moindre que L, il s'ensuit que l'a- 
vantage, dans ce cas particulier, est du côté de la puissance. 

3*» L'angle ^ = 90°, ce qui indique que la puissance est 
normale au plan. 

Comme cos9o" = o, on a 

-^ Psina 

F= =00. 

o 

il est aisé de comprendre, en effet, que la force F, étant 
normale au plan, est détruite par la réaction qui lui est direc- 
tement opposée, et que, quelle que soit sa grandeur, si Ton 
ne tient pas compte du frottement, elle ne saurait empêcher 
le mouvement de glissement produit par la composante de P 
parallèle au plan incliné. 

4° L'angle (3 — 90*» — a. Dans ce cas l'angle (3 devient égal 
à l'angle ABC que forme le plan incliné avec la verticale; 
donc la direction de la force est verticale, et, comme 

cos(3 ou cos(9o° — a)==:sina, 
on a 

sina 

Ainsi la puissance est égale à la résistance, relation visible 
a priori; mais, comme celte puissance peut agir dans deux 
positions symétriques si elle est appliquée au-dessus du plan 
incliné, elle tend à soulever le corps qui se trouve alors dans 
les mêmes conditions que s'il ne reposait pas sur le plan 
incliné. 

33. Frottement d'un corps sur un plan incliné. — Considé- 
rons un corps de poids P {fig. 27 ) placé sur un plan formant 
avec l'horizon un angle a, et supposons qu'il soit sollicité de 
bas en haut par une force F qui tend à le faire monter, et 
dont l'inclinaison sur ce plan est mesurée par l'angle (3, Si 
nous décomposons le poids P en deux forces, l'une normale 
au plan incliné et l'aulre parallèle à ce plan, la première, qui 
a pour valeur P cosa, le presse contre ce plan, et la seconde, 
Psina, tend à le faire descendre. De même, si nous décom- 
posons la force F suivant les mêmes directions, la composante 



8o COURS DE MÉCANIQUE. 

normale Fsinp tend à soulever le corps, tandis que la com- 
posante parallèle au plan Fcos^ tend à le faire monter. Les 
deux composantes normales étant de sens contraires, leur 
résultante ou la pression normale sera égale à leur différence 

Pcosa — Fsin(3. 

Pour que l'équilibre puisse exister, évidemment la somme 
algébrique des forces, y compris le frottement, doit être égale 
à zéro, ou, en d'autres termes, la force qui tend à faire monter 
le corps est égale à celle qui tend à le faire descendre, aug- 
mentée du frottement. L'équation d'équilibre sera donc 



ou bien 



d'où 



F cos(3 = P sina -i-/(P cosa — F sin(3) 

Fcos(3 = Psina -+- P/cosa — F/sin^, 
F cos(3 -h F/sin(3 = P(sina -f-/cosa), 
F(cos(3 -4-/sinp) = P(slna -f-/cosa), 

„ P(sina +/cosa) 
cos(3+/sin(3 



34.. Condition pour que la puissance soit un minimum. — 
Si nous supposons les dimensions du plan incliné et la résis- 
tance constante, évidemment la puissance F sera un minimum 
lorsque, dans l'expression générale, le dénominateur 

cosj3H-/sin(3 

deviendra un maximum. Cela posé, au point G de la droite XX' 
(Jig,!i8) faisons un angle MGN = (3 et prenons GM égal à Tu- 

Fig. 28. 
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nité. Si du point M nous abaissons la perpendiculaire MN sur 
XX', elle représentera le sinus de (3, et GN en sera le cosinus. 
Porlohs sur la perpendiculaire à GM une longueur GD sup- 
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posée égale au coefficient du frottement, et abaissons du 
poini I) une autre perpendiculaire à XX', l'angle RDG ains 
formé sera égal à Tangle MGN ou (3. A cause de la perpendicu 
larité des côtés et du triangle RGD, nous déduirons 



ou 
donc 



RG = GD sin (3 

RG=:/sinp et DR--=/cos(î; 

RG-f-GN ou RN = cos(3-4-/sin(3 



Or RN, projection de DM sur XX', qui représente le déno- 
minateur de l'expression générale, sera un maximum quand 
DM se projettera en vraie grandeur, c'est-à-dire lorsqu'elle 
sera parallèle à XX. Cette condition étant satisfaite, on a 

DR = MN ou /cos(3 = sin(3, 

d'où 

^ sinû - 

•^ cosp ^^ 

Ainsi r effort capable défaire monter un corps le long d'un 
plan incliné sera minimum lorsque la direction de cet effort 
avec le plan formera un angle égal à l* angle du frottement. 

Remplaçant/ par sa valeur ^ dans l'équation générale, 

il viendra 

d/oî«« . sinp __\ 



n/ • sinp \ 

P ( sm a H '^ cos a 

p__V cos (3 ; 



ou 



cos3 H ^ smS 

^ cos|3 ^ 

P(sin a cos (3 -f- sin (3 cos a) 

F— ^QS(3 

cos='(3+sin^(3 ' 

cos (3 

„_ P( sin « cos (3 H- sin ( 3 cos ex. ) 
"" sin=^(3+ cos'|3 

et, comme sin^p -h cos*(3 = i, 

F=:Psin(a-hp). 

Méc. D. — II. 
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Lorsque rinclinaison a du plan est moindre que l'angle du 
froUemenl, non-seulement il n'est pas nécessaire de faire agir 
une force extérieure pour Tempêcher de descendre sous Tac- 
tion de la composante P sin a, mais encore il faut, pour pro- 
duire la chute, lui appliquer une force qui favorise le mouve- 
ment de descente, concurremment avec la composante du 
poids parallèle au plan incliné. C'est une conséquence directe 
de la définition que nous avons donnée de l'angle du frotte- 
ment. 

L'équation générale à laquelle le raisonnement nous a con- 
duit sert à trouver l'effort capable de faire monter le corps sur 
le plan incliné; mais, quand il s'agit de trouver uniquement 
la force qui s'oppose à l'entraînement du corps, l'équation 
d'équilibre est différente. Il est manifeste que, dans ce cas, le 
frottement se joint à la composante F cos (3 pour détruire l'ac- 
tion de la force P sin a qui tend à faire descendre le corps. 
Nous aurons donc 

Fcosp-4-/(Pcosa— F sin (3) = Psina 



ou 



d'où 



Fcosp-{- P/cosa — F/sinp= Psinc:, 
F(cosp— /sinp) == P(sina — -/cosa), 

p,_ P(sina — /cosa) 
~ cos(3— /sin(3 



résultat auquel nous serions parvenu en changeant le signe 
de/, ce qui est évident a priori, puisque dans ce cas, comme 
nous l'avons indiqué, le frottement est de même signe que 
la puissance. Enfin, pour que l'effort F soit nul, il faut évidem- 
ment que Ton ait 

sina — /cosa = o ou /cosa = sin a, 

d'où 

j. sin a 

/= = tanga, 

•^ cosa ^ 

ce qui signifie que l'inclinaison du plan doit être égale à l'an- 
gle du frottement. 
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35. Cas où la force qui tend à faire monter le corps agit au- 
dessous du plan.— Lorsque la force F agit au-dessous du plan, 
sa composante normale au plan F sin[3 (^7^. 29) étant de même 

Fig. 29. 




seud que la composante de même direction du poids P, la 
pression normale exercée contre le plan est 

Pcosa -h Fsinp. 

Par conséquent, Téquation d'équilibre devient 

F cos p = P sin a -f- /( P cos « 4- F sin p) 



ou 



d'où 



Fcosp=rPsina-+-P/cosa -+- F/sin^, 

F(cos|3 — F/sln(3) := P(sina -h/cosa), 
F (cosp — /sinp) ~P(sina -i-/cosa), 

_, _ P(sina 4-/cosa) 
" cosp— /sinp 



ce qui revient, dans ce cas, à considérer Tangle p comme né- 
gatif. 

Si Ton ne veut considérer que l'effort capable d'empêcher 
le corps de descendre, il suffit, comme nous l'avons déjà in- 
diquéy dans le cas précédent, de changer le signe de/, et l'on a 

_, P(sina — /cosa) 

cos(3 -f-/sinp 
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,0n robliendrail d'ailleurs direclemeni en posant Téqualion 
d'équilibre 

Fcos(3 4-/(Pcosa -h F sinp) = Psina. 

Discussion. — i** La direction de la puissance est parallèle 
au plan incliné, auquel cas p = o. Par conséquent sin(3 — o 
etcos(3=:i. L'équation générale devient 

F = P(sina4-/cosa). 

Il est visible, en effet, que dans ce cas la composante nor- 
male au plan de la force F est nulle et que la pression exercée 
se réduite la composante Pcosa du poids. L'équation d'équi- 
libre est donc 

F — P sina -h P/cosa. 

Si le plan incliné est limité par deux verticales, on a 

H B 

sma^^p et cosa^^T-^ 

d'où, en substituant, 

2" La puissance est horizontale. L'angle Çt= l'angle a, et, 
comme la force agit au-dessous du plan, l'angle p est négatif, 
d'où résulte que l'on doit appliquer la seconde équation 

^ _ P(sina-f-/cosa) 
~^ cosa — /sina 

Divisant les deux termes par cosa. 

T- / sina fcosoc\ 

P h . . 

^_ Vcosa cosa / ^^ p_p tangg-i-./ 

cosa /sina i — /langa ' 

cosa cosa 

en fonction des dimensions du plan incliné, on aura 

F=-Vi^— *^-i ou F^pîiltZB. 
L L 



DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE III. 



85 



36. Cas où la force tend à faire descendre le corps et agit 
au-dessus du plan, — Soii une force F située au-dessus du plan 
el sollicitant corps de poids P pour le faire descendre. La 
décomposition de ces forces {fîg. 3o) met en évidence que 

Fig. 3o. 




Vp COI a 



les deux composantes de même sens, parallèles au plan in- 
cliné, tendent à le faire descendre, et que la pression normale 
est égale à la différence des composantes Pcosa et Fsin^. 
Ainsi l'équation d'équilibre sera 



d'où 



el 



F cosp -t- P sin a =r /(F cosa — F sin (3 ), 

F cosp 4- P sina == P/cosa — F/sin^, 
Fcosp-f-F/sinp = P/cosa — P sina, 

F(cos(3-h/sin(3) = P(/cosa — sina) 

„__ P(/cosa — sina) 
"" cos(i-i-/sinP) 



37. Cas où la force agit au-dessous du plan. — Les compo- 
santes normales au plan étant de même sens, la pression 
exercée sera égale à leur somme 

Sr=: Pcosa-h F sin p. 

Comme d'ailleurs les composantes parallèles au plan ne ces- 
sent pas d'être de même sens, l'équation d'équilibre sera 

Fcosp-h P sina=/(Pcosa-h F sin (3) 



et 
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OU 

Fcos(3 4- P sina=: P/cosa-h F/sin(3, 
Fcosp — F/sin(3 = P/cosa — P sina, 

F(cosp— /sinp) = P(/cosa — sina) 

P P ifcosa — sinoc) 

~~ cos(3— /sinp 

relation que nous aurions pu simplement déduire de la pré- 
cédente en changeant le signe de sinus (3, puisque l'angle est 
négatif. 

38. Coin. — Le coin est un prisme triangulaire que Ton 
introduit par Tune de ses arêtes entre deux obstacles pour 
exercer latéralement deux efforts qui tendent à en opérer la 
séparation. 

L*aréte GE {Jig. 3i) par laquelle le coin pénètre se nomme 

Fi{j. 3i. 




le tranchant du coin; les faces ABEG, DCEG se nomment les 
côtés du coin, et la face ABCD en est la tête. 

Pour établir les conditions d'équilibre, on admet, ce qui a 
lieu le plus souvent, que la direction de la puissance est nor- 
male à la tête. Quelle que soit d'ailleurs la direction de la puis- 
sance, on peut toujours concevoir cette force décomposée en 
deux autres, Tune perpendiculaire à la tête du coin et qui tend 
à l'introduire plus profondément entre les deux obstacles, 
l'autre parallèle ne produisant aucun mouvement et qui tout 
au plus peut faire glisser sur la tête du coin le corps au moyen 
duquel par le choc la puissance est appliquée. 

Supposons d'abord, pour plus de simplicité, que le coin re- 
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pose par deux poinis a eib [Jîg. 32) sur le corps que Ton veut 
diviser ou fendre et de plus que la force motrice F soil per- 




pendiculaire à la lêie du coin. Pour que l'équilibre du syss- 
lème puisse avoir lieu, il est évident que la puissance doit être 
égale et opposée à la résultante des réactions normales S, S' 
qui se manifestent aux poinis a et 6. Les trois forces F, S, S' 
doivent donc être siluées dans un même plan et concourir au 
roême point 0. Si, par le point m pris sur la direction de la 
résultante, on nfiène des parallèles aux composantes S, S', les 
parties interceptées Oq, On leur seront proportionneHes et le 
triangle Oqm fournira la relation suivante : 

F S S' 

0/71 O^ On 

Les deux triangles 0^/w, ABC ayant leurs côtés perpendicu- 
laires sont semblables, et par suite 



AB _ AC BC 

Om~ Oq ~~Ôn 



d'où 



AB 



AC — BC' 



ce qui indique que la puissance perpendiculaire à la télé 
et les résistances perpendiculaires aux côtés sont proportion- 
nelles à cette tête et aux côtés. 
De cette relation on déduit 



c FXAC 



S'r= 



FxBC 
AB 
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Dans rhypoihèse où BC = AC, auquel cas le triangle ABC 
est isoscèle, ce qui a lieu le plus souvent, on aura 



S := S' et t; = 



F 

s 



AB 



AC 



^? 



relation qui montre que la puissance est à Vune des résistances 
comme la tête du coin est à l'un des côtés que l'on nomme 
alors la longueur du coin. 

Ordinairement, pour fendre ou séparer des corps, on em- 
ploie un coin dont la tête est très-petite par rapport à la lon- 
gueur. Ainsi, si la tête est égale à yj ^^ la longueur, la puis- 
sance sera i\ de l'une des résistances : tel est Tavantage que 
présente le coin de pouvoir vaincre une résistance avec une 
puissance d'autant moindre que la tête du coin est plus petite 
comparée à la longueur. 

Si les deux bases du prisme sont des triangles rectangles 
{fig. 33) et que les deux points d'appui soient situés sur une 



s a 
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parallèle à la tête du coin, la direction de la puissance F, per- 
pendiculaire à la tête du coin, ne pourra passer par le point 
de concours des résistances S, S' que si elle rencontre l'hy- 
poténuse au point d'application h de la résistance perpendi- 
culaire à celte hypoténuse. 

39. Théorie du coin en tenant compte du frottement. — On 
aurait une notion bien inexacte des effets du coin si l'on fai- 
sait abstraction du frottement; car celte résistance étant direc- 
tement proportionnelle aux réactions normales S, S', comme 
ces forces acquièrent des grandeurs relativement considéra- 
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bles, à cause de la pelile dimension de la lêie, on comprend 
aisément qu'il doit en être de même des frollemenis qu'elles 
occasionnent et qu'il faut que la puissance soit capable d'é- 
quilibrer non-seulement la résistance uiile, mais encore tous 
les frottements. Ainsi, dans le cas général oii les corps que le 
coin doit séparer ne sont pas de même nature, si/, /'repré- 
sentent les coefficients du frottement qui leur sont relatifs et 
R la résultante des deux réactions S, S', l'équation d'équilibre 

sera 

F = RH-S/-hS7'. 

Supposons que le coin s'appuie par plusieurs points sur les 
corps dont il doit opérer la séparation, ce qui dans la pratique 
a toujours lieu ; alors les résistances S, S', ainsi que les frot- 
tements qu'elles occasionnent, représentent les résultantes 
générales de toutes les forces parallèles de même nature appli- 
quées aux différents points des surfaces de contact. Pour 
trouver les grandeurs respectives des forces S, S', en fonction 
de la puissance, décomposons chaque force normale et les 
frottements S/, S'/', qui agissent en sens contraire du mou- 
vement, c'est-à-dire de bas en haut, en deux autres forces. 
Tune perpendiculaire à la tête du coin, l'autre parallèle à la 
même direction (Jig, 34). 




Considérons d'abord les forces appliquées au pointa. Soient 
ad la réaction S qui agit de dehors en dedans et au le frotte- 
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menl S/'qui s'oppose au mouvemeni de glissement suivant 
le côté AC. 

Les composantes ac et ae de la réaction S ont pour valeurs 
respectives 

ac =: S sin adc, ae = S cos ead. 

Or les angles ead, adc sont égaux à l'angle a du triangle 
ABC, comme ayant les côtés perpendiculaires; donc 

* 

ac = S sin a, ae = Scoscx. 

Pareillement, les composantes ak, al du frottement S/ re- 
présenté parla ligne au sont exprimées par 

ak = Sfs\naulfy al = Sfcoslau. 

Comme les angles auk, iau sont aussi égaux à l'angle a, on 
aura 

ak = S/ sin a, al= Sfcosa. 

Les deux composantes de la réaction S' au point b ont pour 
valeurs 

6/n = S'cosn6m, br=:Ss\nrnb. 

¥ • 

Les angles nbm et rnb étant égaux à l'angle P du triangle 
ABC, à cause de la perpendicularité des côtés, il vient 

bm — S' cosp, br = S' sin p. 

Les composantes du frottement S'/' représentées par bg et 
bi ont pour valeurs 

bo = S'/' sin og^fr, bi = S'/' cos gbi. 

Les angles ogb, gbi étant aussi égaux à l'angle Çt, 

bo = S'f sin p, bi = S'/' cosp. 

Nous avons ainsi deux groupes de forces, celles du premier 
groupe étant perpendiculaires à la tête du coin et celles du 
second parallèles à la même direction. Évidemment, pour 
que l'équilibre existe, il faut que la résultante des forces de 
chaque groupe soit égale à zéro. Rapprochons les valeurs des 
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forces de chaque groupe, ce qui facilitera la mise en équation 
du problème. 



Forces perpendiculaires 
à la tête du coin 



fle= Scosa . . 

a/r=z S/sina. 

bm = S'cosj3. . 

^OrrrS'/'sinp. 

ac = Ssina.. . 
al -~ S/cosa. 



au point a, 
au point a, 
au point b, 
au point b; 

au pointa, 
au pointa, 
au point b, 
au point b. 



Forces parallèles à la 

tête du coin 1 6r == S' sin (3 . . 

( bi=z^'f'c^^. 

Remarquons que toutes les composantes perpendiculaires à 
la tête du coin sont de même sens. Elles auront donc le même 
signe; mais, comme la force motrice F, que nous avons sup- 
posée perpendiculaire à la tête du coin, est de sens contraire, 
la première équation d'équilibre sera 

F — S cos a — S fsm a - S' cos (3 — S'/' sin (3 = o. 

La construction qui a servi à opérer la décomposition des 
forces montre que les composantes Ssina et S'/'cos^ sont 
de même sens, mais opposé au sens des composantes S/cosa 
et S' sin p. Dès lors, les premières étant considérées comme 
positives, les dernières seront négatives. Ainsi la seconde 
équation d'équilibre sera 

Ssina — S' sin^— /Scosa H- /'S' cos(3 = o. 

De cette dernière équation, on déduit 

S' sin (3 — /'S'cos|3 --Ssina— /Scosa, 
S'(sinj3— /'cos(3) = S(sina — /cosa) 



ei 

(0 



^, _ sina~/cosa 
~~ sinS — f cosS 



Pour trouver la valeur de la réaction S, remplaçons S' par 
celte expression dans la première équation d'équilibre, 

r« o o sina — fcosa o y»c • 

F— Scosa — S-;— ^ ^^ ;= cos6— fSsina 

sinp— /'cos(3 ^ ^ 

-, sina — fcosa ^, . ^ 

— S -T—r^ 7v « / sin p = o. 

sin^— /'cos^*^ ^ 
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Faisant disparaître le dénominateur sin(3 — /' cosp, 

F(sinS— /'cosp)-Scosa(sinp—/'cosp3 

— Ssinacospn-S/cosacosp— /Ssina(sinp— /'cosp) 

— S/'sinasinp-HjyScosasinp = o, 

F(sinp— /'cosp) — Scosasin(3-+-S/'cosacosp 

— Ssina cosp ■+- S/cosa cos^ —/S sinasinp -i-j(jf'S sin a cosp 

— S/'sinasinp-t-jQT'Scosasinp = o, 

F(sinp — /'cosp) — S(cosasinp-f- sinacosP) 
-+-S/'(cosacosP — sinasinp) H- S/(cosa cosp — sinasinf) 

-+- S,^'(sinacospH- cosasinp) = o, 

F (sinp -/'cosp) -- S sin(a-f-p) -h S/'cos(a -+- p) 

+ S/cos(a + p)-hSjy'sin(a-+-p)= o, 

OU bien 

F(sinÔ — / cosj3) — Ssin(a 4- ?^){i — ff') 

-f-Scos(a-f-(3)(/+/') = o. 

Si Tangle a = (3, el/=/', l'équation devient 

F (sin« — /' cosa) — Ssin2a(i — /*) ■+- Scos2a2/= o. 

Comme l'angle co du tranchant est égal à 180*»— (a -f- (3) 

sin(a + [3) = sin&) et cos(a-^ S) =— cosw. 

Substituant dans Téquation générale d'équilibre 

F(sinl3—/'cosl3) — Ssinw(i— .//•') — Scosw(/-f-/'j = o; 

d'où 

S sinû)(i —fD-b S cosw(/+/') = F(sinp — /' cos^), 
S[(i -/f)sinw -4- (/ + /') cosw]=:F(sinp—/'cosp) 

et 

sin^— /'cos(3 



S=F 



(i —ff) ^in" -^ (/-+-/') cosw 



Introduisant cette expression de S dans l'équation (i ) qui donne 
la valeur de S', on aura 

^, ç, sinp — f cosfi sing — /cosg 

~~ (î —ff) sinw -f- if-bf) cosw sinj3 — /' cos(3' 

g, _ p sing— /cosa 

"" (' -JD sinw -i- (/4-/'jcosco* 
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Enfin on a encore pour la valeur de la puissance F 

, ,,_e (i-iy^)sina)-h(/-f-/^)COS(» 

^^ *"^ sin(3-/'cos(3 ' 

(3j r^y ('-/r)sin(^-H(/-+-.r)cosa3 

^ ' sina — / cosa 

La relation entre S et S' exprime simplement la condition 
qui doit être satisfaite pour que Téquilibre soit possible et que 
le coin n'obéisse pas à Faction des forces parallèles à la tête. 

Lorsque, par Teffet de la force motrice, le coin a pénétré 
jusqu'à une certaine profondeur entre les corps que Ton veut 
séparer, presque toujours à cause de Télasticiié plus ou moins 
grande des substances qui les composent, les réactions nor- 
males S, S^ ne cessent pas d'agir, bien que Taciion de la puis- 
sance soit suspendue. Dans ce cas, il peut arriver ou que le 
coin soit repoussé en arrière de la position qu'il occupe ou 
qu'il y soit maintenu. Pour l'empêcher de reculer, il faudra 
appliquer normalement à la tète une force capable de neutra- 
liser la résultante des forces S, S'. Les deux équations (2), (3) 
qui donnent la valeur de F peuvent servir à trouver la gran- 
deur de cette force qui doit maintenir l'état d'équilibre, en 
ayant soin toutefois de changer les signes des frottements, 
attendu que leur énergie se manifeste dans une direction op- 
posée à leur direction primitive. Nommant Fi cette force, on 
aura immédiatement 

F, — S ^' """"^'^ ^'"''' — (Z + Z^cosM 

sinp -f-Z'cosp 
ou 

Y ^ y (^ -ff) sino) - if-hf ) coso) 

sina-f-/cosa 

La valeur de Fi peut être positive ou négative. Dans le pre- 
mier cas le coin tend à se relever par l'effet des réactions qu'il 
éprouve; dans le second cas, non-seulement il ne reculera 
pas, mais encore il faudra lui appliquer une force de bas en 
haut pour vaincre les frottements. Ces deux états seront carac- 
térisés par les relations suivantes : 

•" (i-^')sina) >(/+/') COSO), 

2' (i-//')sinw <(/+/') cosw. 
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Diviianl les deux membres par cosw el par i —ff. 






cosw 



9 iangw> 






el 



langûxC 



/+/' 



Enfin, si F» = o, le coin, pour ainsi dire, sera en équilibre 
instable, c'esl-à-dire que le moindre cffori suffira pour le re- 
lever ou renfoncer davantage. Dans celle iroisième hypo- 
thèse on aura 

(.^jT/^'isino) = (/+/') ^os« ou langa)=-^^- 

40. Presse à coins. - La presse à coins, dans sa forme la 
plus simple, se compose d'un coin tronqué ABDE (fig. 35 ) as- 
sujetti à glisser par l'action de la force motrice F entre deux 

Fig. 35. 

F 




blocs, dont Tun repose contre un appui XX' capable d'une 
résistance inébranlable, tandis que Taulre, en glissant sur un 
support, transmet reffort qui doit opérer la compression du 
corps représentant la résistance utile. Dans les presses à coins 
on se sert encore de deux coins qui glissent Tun sur Tautre 
par leur face inclinée [fig» 36). Quel que soit le dispositif 
adopté, la théorie est la même. 
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Conservant les mêmes nolalions que précédemment, les 
réactions normales aux faces auront, comme nous l'avons in- 
diqué, pour valeurs respectives : 



-/'cosp 



{.-//')sinc. + (/+/')costo' 

(i-^'jsinw + (/"+/')cosw 

Appelons Q la résistance utile, P la pression verticale 
exercée sur le support du bloc qui transmet l'action de la 



force motrice et /" le coefficient du frottement relatif aux 
substances qui composent le support et le bloc. Dans l'état 
d'équilibre général du sj'stème, la résultante de toutes les 
forces agissant au point a doit être égale à zéro. La décompo- 
sition de la réaction S et du frottement S/ en deux autres, 
l'une perpendiculaire à la lêie du coin et l'autre parallèle à 
celte tête, conduit comme précédemment à deux groupes de 
forces, et pour l'équilibre il faut que la somme algébrique des 
forces d'un même groupe soit égale à zéro. 



Forces perpendiculaire 
à la tête du coin. . . . 



Forces parallèles à la 
tète du coin 



[ Scos«, 
|/Ssina, 
( Pi 

Ssina, 

/Scosa, 

Q. 

/"P. 
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Les deux composantes Scosa ei/Ssina agissant dans le 
même sens sont positives, tandis que la pression P étant de 
sens contraire sera négative. Ainsi la première équation d'é- 
quilibre sera 

Scosa -{-/Ssina— P = o. 

La même observation s'applique aux composantes paral- 
lèles; caria force S sin a agit dans un sens, et la force/S cos a, 
la résistance utile Q et le frottement /"P, qui s'oppose au 
mouvement horizontal du bloc, ont une direction commune 
de même sens opposée à la première. Nous aurons 

S sina -/S cosa — Q -/"P = o. 

On déduit de la première équation d'équilibro 

P = S( cosa -h/sina), 
et de la seconde 

S(sina —/cosa) = Q -I-/"P. 

Remplaçant dans cette dernière P par sa valeur en fonction 
de S, 

S(sina— /cosa)~Q H-/"S(cosa 4-/sina), 

d'où 

Q =S(sina— /cosa) — /"S(cosa -h/sina). 

A la place de S mettons sa valeur donnée par l'équation (1), 

F(sinp— /^cosp)(sin«-/cosa)— /''F(sin6— /^cosp)(cosa-f-/'sina) 
^"" (i-//')sina)-f- (/-*-/') cosw '■ 

^ _ F(sinp —f'cosp) ( sing— /cos« — /^cosa —.y sin a) 
~ [r^;/')sinw -h [f-^f] cosû) ' 

,. FfsinS— /'C0S3) ^ . . rr„. ,r r„. -, 

(1— #')sinw H- (/H-/')coSii •■ \ JJ I \J J I J 

Comme ordinairement les blocs, le coin et les supports sont 
composés de la même substance, /=/' =^f"* Alors l'équation 
devient 

^ F(sinS — fcosô) r • / ^,v j- ^ 

Q r= TV^'' — :c — [sina I -/' — 2/cosa]. 

(i — /')sinw -4- 2/cosw '- ^ j ' j j 

Supposons, comme dans le premier dispositif, le coin isoscèle. 



Alors 



et 
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(3 = a, &) = 1 80" — 2 a 

sin&) = 2Sina, cos&)=: — C0S2a 

^ ( I— /»7Sin2a — 2/cos2a •• \ ./ ^ ./ 

F(sina— /cosa)(sina — sina/'~ 2/cosg ) 

^ (i — /*)sin2a — 2/cos2a 

(sina — /coS(3e)(sin « — sina/'— 2/cosa) 

^ (i — /')2 sinacosa — 2/(cos'a — sin*a) 

Divisant le numérateur et le dénominateur par cos'a, il 

viendra 

/ sina /cosa\ / sina __ sina/* 2/cosa\ 

\cosa cosa / \cosa cosa cosa / 

, ^,. 2Sinacosa ^/cos'a sin^a \ 
( I — f^\ 2/1 I 

•^ cosa cosa '^ \cos'a cos'a/ 

_^ (tanga— /)(tanga— tangg/— 2/ ) 
(i— /^)2ianga — 2/(1 — tang^'a) 

Effectuant les calculs indiqués au dénominateur, 

p (tang,a-/)(tanga-/Uanga~2/) 
2 tanga — 2tanga/='— 2/4- 2/tang'a' 

p (tanga-/)(tanga-/'tanga — 2/) 
2 tangaii 4- /tanga) — 2/(14- /tanga)' 

Mettantau dénominateur le terme 2(n-/tanga) en facteur 
commun 

p (tanga— /)( tanga — /Uanga — 2/) 
2(n-/tanga)(langa— /) 

Supprimant aux deux termes le facteur commun (tanga — /), 
il reste 

Q = F ^^^^^ ~ /'^«"g^ "" ^/ . 

2(i-4-/tanga) 

Cette expression servira à calculer la résistance utile en 
fonction de la puissance. Réciproquement, si Ton veut trou- 

Méc. Z). - II. 7 
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ver la valeur de la puissance capable de vaincre une résistance 
donnée, on aura 

p_.Q 2(i-f-/lang«) 

langa — /'langa — if 

Dans le second disposiiif, où Ton emploie deux coins symétri- 
quement placés, 

P = 9o% « = 90»— w, 

sina = cos&), cosa=:sin&), 

sin(3— I, cosp = o. 
Par conséquent 

^^ F[cos6)(i~/^)—2/sin(»] 
(i — /')sinw -I- 2/COS&) 

Divisant le numérateur et le dénominateur par cosoj, 

cosw , ^,, y. sinoi) 

.. p cosw •' "^ COSO) 

/ /.,v smw ^ cosû) 

I— f») 1-2/ 

•^ cosw *^ cosw 

Q_F i-/'>-2/tanga) 
(i-/')tanga)4-2/ 

et réciproquement 

F r= (^-/')^^"g^^-^^/ . 
i-/^— 2/tangw . 

41. Application.-— Trouver, en employant le premier dispo- 
sitif y la valeur de la puissance dans les conditions suivantes : 

Q = 800'^S a — 85% 

/r= 0,16 (chêne enduit de savon, glissant sur chêne). 

2(1 -f-/tang«) 



F=::Q 



F =800 



tanga — /' langa — 2/ 

2fT -f-o, i6x lan^85*») 



iang85°— 0,16 x tang85°— 2 xo, 16 

tang 85**= ii,43o, 

Q 2 H- 0,32 X I i,43o 

11,430 — o,o256 X ï ')43o — 0,82 

F = 419^». 
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Trouver la valeur de V effort moteur si Von emploie une 
presse à deux coins, sachant que la hauteur des coins est le 
quart de la base. 

Dans ce cas, langa =7== 0,^5 : 

F = ('-/')tanga)H-2/ ^ 
i—/'— 2/iang&) ' 
-_ o (i — o,o256) Xo,25 -h 0,32 

J? = 000 ^-r 5 -^ > 

I — o,25d — 0,02 X 0,25 
F = 800 '>.9744xo.a5+o,3. 

0,9744 — 0,02 X 0,25 

F = 5o3^^ 

42. Usages du com. — Le coin est d'un usage universel dans 
les arts. Il forme la base de tous les outils ou instruments ser- 
vant à fendre ou à couper les corps. Les couteaux, les ciseaux, 
les haches, les sabres sont autant de coins. On doit également 
rapporter à ce genre de machine simple les rabots, les rif- 
flards, les tranchets, les pelles, les pioches et même les scies 
et les limes. Tous les coins, quelle que soit leur constitution, 
sont destinés à agir par leur tranchant ou par leurs extrémités 
pointues. Aussi les outils suivant Tusage auquel ils sont af- 
fectés doivent-ils former un angle convenable. Lorsque Tan- 
gie est trop aigu, l'outil court risque de se rompre, tandis que, 
si l'angle est trop obtus, il pénétrera difficilement les sub- 
stances qu'il faut séparer ou diviser. Pour connaître la limite 
des inclinaisons des faces qui aboutissent au tranchant des 
outils, on cherche expérimentalement celui qui, pour le même 
objet, produit le meilleur résultat. Il doit donc y avoir une 
relation entre l'angle du tranchant et la résistance que présen- 
tent les matières que Ton veut diviser ou séparer. Lorsque le 
corps est très-dur, 'comme le fer que l'on doit percer à froid, 
l'angle du biseau est de 90 degrés : tels sont l'emporte-pièce 
ei le burin. Si la matière est moins dure, l'angle est aigu, ce 
quia lieu pour le ciseau de la varlope, dont l'angle ne dépasse 
pas 3o degrés. Comme cet outil sert à travailler le bois dans le 
sens des fibres, la résistance qu'il doit vaincre est moindre 
que s'il agissait perpendiculairement à leur direction. Aussi 
donne-t-on une valeur plus grande à la bisaguê du charpentier, 

7- 
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qui est employée dans celle dernière condiiion. Enfin, lorsque 
les subslances que Ton veul diviser soni molles, cel angle est 
fori aigu, comme dajis les couteaux de lable, les rasoirs elles 
inslrumenis de chirurgie. Les applications du coin aux usages 
de la vie soni si nombreux qu'il sérail forl long de les énu- 
mérer. Pour faire comprendre d'une manière générale Tulililé 
de celle machine simple, bornons-nous à dire que, dans les 
arls, lous les instruments employés pour séparer ou diviser la 
matière se rapportent au genre coin. 

43. Équilibre de la vis. — La vis est une machine servant à 
opérer h transformation du mouvement rectiligne continu en 
mouvement circulaire et réciproquement. Elle se rapporle à 
la fois au levier et au plan incliné. Son mode de génération le 
fera aisément comprendre. 

Considérons un cylindre de révolution dont Taxe est 00' 
ijig. 37) et soil ABB'A' le rectangle qui représente son déve- 

Fig. 37. 




loppement. Divisons le côté AA' en quatre parties égales Aa^, 
ai«2, «2^3, ûaA', et par les. points de division menons des pa- 
rallèles à la base du rectangle. Si Ton replie le rectangle sur le 
cylindre, le côté BB' viendra coïncider avec AA', et dans ce 
mouvement les diagonales, telles que Afr, des rectangles par- 
tiels, traceront, en s'enroulant, une courbe continue nommée 
hélice. Chacune des parties de l'hélice dont les deux extré- 
mités viennent aboutir sur la même génératrice se nomme 
spire, et la dislance comprise entre deux spires conséculives, 
mesurée le long de la génératrice, se nomme pas de Vhélice. 
La propriété caractéristique de cette courbe est d'être partout 
également inclinée sur les diverses génératrices qu'elle ren- 
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contre, ou, en d'autres termes, tous les éléments forment des 
angles égaux avec le plan de la base du cylindre. D'après cela, 
si nous désignons par a Tinclinaison de tous les éléments, par 
rie rayon du cylindre et par h le pas de Thélice, nous aurons 

h 
tanga== 



2 Tir 



Cela dit, imaginons qu'un carré se meuve dans les conditions 
suivantes : i° son plan contient constamment l'axe 00' du cy- 
lindre;. 2° l'un de ses côtés ne cesse pas d'être parallèle à cet 
axe; 3*» l'un des sommets de ce côté est assujetti à décrire 
l'hélice tracéesur la surface du cylindre. Évidemment tous les 
points du carré engendreront des hélices de même pas sur 
des cylindres fictifs n'ayant pas le même rayon. Le carré 
enfin engendrera une saillie de forme hélicoïde, qu'on ap- 
pelle \q filet, et l'ensemble du filet et du cylindre qu'on dé- 
signe sous le nom de noyau constitue la vis à filets carrés. Si 
la figure génératrice est un triangle tournant de la même ma- 
nière que le carré, la vis est dite à filets triangulaires. 

Supposons qu'un corps solide soit percé d'un trou de même 
rayon que lé noyau et qu'on y introduise un carré ou un 
triangle égal à celui que l'on a employé pour la génération du 
filet en les faisant tourner de manière que tous les points dé- 
crivent des hélices ayant le même pas que celui de la vis, la 
matière qui se trouvera sur leur passage sera enlevée, et il en 
résultera un creux qui aura la forme que présente la vis en 
relief. Ce creux, où la vis peut exactement pénétrer et s'y 
mouvoir d'un double mouvement de rotation autour de l'axe 
et de translation dans le sens de cet axe se nomme Vécrou de 
la vis. Dans cette hypothèse, l'écrou est fixe; mais, si au con- 
traire la vis est fixe, c'est Técrou qui possède ce double mou- 
vement. 

Pour établir les conditions d'équilibre en négligeant le frot- 
tement, admettons que l'écrou soit fixe et la vis mobile. 
Nous verrons plus loin que la théorie est identique dans le cas 
inverse. Soit d un point sollicité par une force verticale p et 
retenu par une force horizontale /i. Nous sommes ainsi ra- 
menés à réquilibre d'un corps placé sur un plan incliné et 
sollicité par une force horizontale. Appliquant ce qui a été dit 
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à ce sujet, on aura 

p iTtr 

Mais remarquons que la puissance est toujours appliquée 
au moyen d'un levier dont le point fixe est sur Taxe du noyau. 
Si nous appelons / la puissance capable, avec un bras de levier 
blc= /, d'équilibrer la résistance p, en comparant entre elles 
les deux forces/,/, qui doivent produire le même effet, nous 
aurons 

Multipliant ces deux égalités membre à membre 

ff. hr f h 

pji t.'kH p ITll 

ce qui montre que la puissance est à la pression verticale 
supportée par un point comme la hauteur du pas de r hélice 
est à la circonférence que tend à décrire le point d' application 
de la puissance autour de l'axe du cylindre . 

Il est utile de remarquer que, le rayon du cylindre n'entrant 
pas dans cette relation, on aura toujours le même rapport 
entre la puissance et la résistance, quel que soit ce rayon, 
pourvu que le pas de l'hélice ne cesse pas d'être le même. 

Nous ferons encore observer que, dans l'hypothèse admise, 
Taxe du noyau est vertical, mais que la même conclusion a 
lieu dans le cas où, cet axe ayant une direction quelconque, 
la pression est parallèle à cet axe et la puissance agit dans 
un plan qui lui est perpendiculaire. 

Dans la pratique, le filet s'appuie sur l'écrou, non par un 
seul point, mais par une surface d'une certaine étendue, de 
sorte que la résistance totale P peut être considérée comme 
la résultante d'autant de forces parallèles /?, /?,, y^a,... qu'il y a 
de points de contact. Si l'on applique le même raisonnement 
à toutes les puissances partielles telles que/, dont la résul- 
tante est égale à F, on aura 

P~27r/' 
Ainsi, dans l'équilibre de la vis, abstraction faite du f rot- 
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tementy la puissance qui tend à faire tourner l'écrou est à la 
résistance qui le presse parallèlement à Vaxe comme le pas de 
la vis est à la circonférence que tend à décrire le point d'ap- 
plication de la puissance. 

De celle relaiion résulte que Tavaniage de la puissance sur 
la résislance est d'autant plus grand que le pas de la vis est 
moindre, et que celle puissance agit à une plus grande dis- 
lance de Taxe. 

n. Équilibre de la vis en tenant compte du frottement. — 
La vis n'étant qu'une application du plan incliné, les formules 
que nous avons établies plus haut lui sont applicables. Con- 
sidérons d'abord une vis à filets carrés. Supposons l'écrou fixe 
eila puissance F, capable de vaincre la résislance P et lesfrol- 
lements, appliquée à l'extrémité d'un levier / mesuré à partir 
de l'axe du noyau. La résistance P, à cause de l'étendue de la 
surface de contact de la vis avec l'écrou peut êlre considérée 
comme uniformément répartie sur un filet hélicoïde nommé 
Jilet moyen et se trouve dans les mêmes conditions que s'il 
reposait sur un plan incliné dont l'angle serait égal à l'angle 
que forme avec l'horizon l'hélice transformée après le déve- 
loppement du cylindre sur un plan. 

Adoptons les notations suivantes : 

r rayon de l'hélice moyenne; 

F, la force horizontale capable d'équilibrer la résislance avec 

un bras de levier r; 
F la force horizontale qui équilibre la même résislance avec 

un bras de levier /; 
Il la hauteur du pas de la vis; 
a l'angle qui mesure l'inclinaison de l'hélice; 
/le coefficient du frottement. 

Si la résistance est assimilée à un poids que l'on veut sou- 
lever, évidemment la formule qui doit êlre appliquée est 
celle relative au mouvement ascensionnel d'un corps sur un 
plan incliné, 

1— /tanga" 

Les deux forces F et F, produisant le même effet sont inver- 
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semeni proportionnelles à leurs bras de levier 

~ — -, dou F, = — î 
ti l r 



et, en substituant, 

F/^p tang g-f-/ ^^ p^ Pr tangg -i-/ 
r I — /tanga / i— /langa 

La base du plan incliné étant, dans ce cas, le développement 
de la circonférence de rayon r, on aura encore 

^ Pr // -t- f 27:r 
F 1= — • T-» 

/ 2 Tir — fn 

Discussion. — Pour discuter facilement l'équation 

p_ Pr tanga-h/ _ /? -^fiizr 
/ I — /langa 2,v:r—fli 

effectuons, d'après la règle indiquée en Algèbre, la division de 
tanga -f-/par i — / tanga, on aura 

tanga -t-/ ^ ^ ^ f{^ tangua) ^ 

I —/tanga i — /tanga 

En substituant dans Téquation qui donne la valeur de F, il 
viendra 

F = ^-f flanga + /li±i£IÎ5!fL)] = ^T [A ^ /<^f + 4"'';' 1 
/ [ I— /langa J / L^^'' 27rr(27rr-— //i)J 

F = :fpiang« + p/^^t.^ï^\ ^ _;r lA ^ LAA^L^^ 

/\ ° "^ I— /tanga/ / LaTrr 27:r{27rr ~/A)J 

ce qui montre que la partie de la force motrice absorbée par 
le frottement a pour valeur 

p 1 + tangua 
^ I —/tanga 

Il est visible que le frottement croît avec tanga etque celte 
valeur deviendra infinie si tanga est Tinverse du coefficient 
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du frottement; car, dans cette hypothèse, on a 



et, en substituant, 



langa=:i -. 



p^ I -f- tang ' « _ py. I -f- tang» g 

Au delà de cette limite, la force motrice F ne serait plus ca- 
pable de faire mouvoir la vis le long du filet de Técrou. 

On tomberait dans une erreur grave si Ton acceptait d'une 
manière absolue les conséquences auxquelles conduiraient 
les variations de Tangle a. Ainsi, de prime abord, il semble 
qu'il y ait avantage à diminuer Tinclinaison ol de Thélice, et 
cependant le contraire a lieu, ainsi que le met en évidence la 
relation qui existe entre la fraction de l'effort moteur absorbé 
en pure perte parle frottement et celle qui est utilisée. 

Ce rapport sera représenté par 

/ ô . langa 

^ I — -/langa ° 

ou 

/(iH- langea) ^ i -f- lang'g 

ianga(i —/langa)' ^ langa —-/lang'a 

Remplaçant tanga par sa valeur en fonction du sinus et du 
cosinus, on aura 



ï f 



sin'a 



^ cos^a 

"^ sina ^ sm'a 
cosa '^ cos^'a 

ou bien encore 

cos'a -4- sin^a 



^ cos*a / 

f , ^ • 

'^ sina cosa ^sin'a sina cosa — /sin'a 

;2 /w «^ nnti, 



Or 



cos^a " cos^a 



sm2a 
2Sinacosa=: sinaa et smacosa=: • 
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Ainsi l'expression deviendra 

/ 



sin2a 



— /sin=*a 



La Trigonométrie apprend que 



sin^c: 



I — cos2a 



par suite on aura 



/ 



sin2a ^ I — cos2a 



ou 



iZ ?/ 

sin2a —/(i — cos2a) sin2a — f-h fcosia' 



Si Tangle a := o, on a 



■'■/-. 



X . 



o 



Il est donc évident que, depuis cette valeur de Tangle a, 
pour laquelle l'expression devient infinie, le rapport qu'elle 
représente décroît constamment jusqu'à une certaine limite 
qui sera son minimum. Pour trouver la valeur de l'angle a 
qui lui correspond, nous emploierons les considérations géo- 
métriques auxquelles nous avons eu déjà recours, quand il a 
été question du plan incliné. 

A cet effet, au point A d'une droite XX' {Jif^. 38), faisons 

Fig. 38. 




un angle BAD = 90** — 2 a et prenons AB = i . Si du point B 
on abaisse la perpendiculaire BD à XX', on aura 

angle ABD=: 2a, AD^sin2a, BD=:cos2a. 
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Au point A, menons AK=/ perpendiculaire à AB et du 
point K abaissons KE perpendiculairement à XX^ Les deux 
triangles rectangles A6D, AKE élant semblables, on a 

angle EAK = angle ABD = 2a. 

Présentement, remarquons que le rapport dont nous discu- 
tons la valeur sera un minimum lorsque le dénominateur sera 
un maximum, ce qui dépend évidemment de la relation entre 
sin2a et fcosia ou simplement entre le coefficient du frot- 
tement f et l'angle a de Thélice. 

D'après la construction opérée, on a 

ED = AD -t^ AE, AE - AK cosEAK — /cos2a, 

EK -— /sinaa, 

d'où 

ED^^ sinaa •+-/cos2a. 

Comme ED est la projection de KB sur XX', le dénomina- 
teur sera maximum lorsque la droite KB se projettera sur XX' 
en vraie grandeur. Alors KB sera parallèle à XX' et EK égal 
à BD. On aura donc 

fslnia --^ COS20C 

C;t 

,. C0S2a I 

j = —. -> 7.-=tang2a. 

•^ sin2a / "^ , 

En se reportant à ce qui a été dit sur le plan incliné, si 

tanga</, 

non-seulement la vis ne tendra pas à descendre d'elle-même 
ou à se desserrer, mais encore, pour qu'elle puisse se mouvoir 
dans l'écrou, il faudra lui appliquer une force F en sens con- 
traire de la puissance qui agissait en premier lieu. Pour avoir 
la valeur de cette force, on est ramené à appliquer la formule 
relative au cas où une force horizontale tend à faire descendre 
un corps le long d'un plan incliné. On aura donc 

Pr f — langa P r 9.7: rf — h 



¥ =z — 



l i-h/tanga / 2nr-\-fh 
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En opérant les mêmes transformations que précédemment, 
il viendra 

2 



1? ^/ D/» ^-^ langea _ ^ 

F = 7 P/ r, — ^ P langa 

-1- 

71 rj 



i-r/tanga 
r_ rr P/(/f=^-f-47r'H) PA 



/ L2 7rr(2 7rr-h//t) 2 

Cela a lieu dans la vis de pression dont le pas est très-petit. 
La condition indiquée étant toujours satisfaite, la pression 
exercée dans le sens de Taxe ne saurait desserrer la vis. Il en 
est encore de même des boulons d'assemblage qui doivent 
maintenir Tétat de compression des corps, dès que la puis- 
sance a cessé d'agir sur la vis ou Técrou. A cette conséquence, 
déduite de la théorie, nous apporterons cependant la restric- 
tion suivante. Bien que Ton ait tanga </, il peut arriver que 
des secousses ou des vibrations fassent desserrer l'écrou. On 
obvie à cet inconvénient en superposant deux écrous Tun à 
l'autre. 

La résistance à vaincre, au lieu d'être un poids à soulever, 
pourrait être une pression. Alors, les forces F, P et le frotte- 
ment qui en résulte étant de sens opposé à celui suivant lequel 
elles agissaient primitivement, on doit changer les signes dont 
elles étaient affectées, de sorte que la condition d'équilibre 
reste la même. 

Lorsque, l'écrou restant fixe, la vis est destinée à presser, 
comprimer ou refouler certains corps vers sa partie inférieure, 
elle est terminée par un pivot qui tourne sur crapaudine ; il 
en résulte un frottement qui doit être ajouté aux autres ré- 
sistances. Si r' est le rayon du cercle de contact et /' le coef- 
ficient du frottement, le moment de ce nouveau frotiemeni 
par rapport à l'axe sera f P/V. 

Par conséquent, l'équation d'équilibre deviendra 

F/r^.Pr^^S'^— -^-f-fP/'r'; 
i-/tanga «^ 

d'où 

p ^ Pr tanp:« +/ ^ 2 P/V^ 

/ I— /langa 3 / 
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4.5. Travail d'une vis à filets carrés en tenant compte du 
frottement, — Conservant les mêmes notations» on a 

-. Vr h •A-i'Krf 
l 27rr— /A 

Multipliant les deux membres de cette égalité par le che- 
min que parcourt pour un tour le point d'application de la 
puissance F, il viendra 

-, , 27r/Pr A-hîTur/' _ . fi^^nrf 

t2T:l= -. vV ou F27r/=^27rrP 77. 

/ 2 7rr— y/i 27r r—j/i 

Divisant par 27rr le numérateur et le dénominateur, 

„ , 27rrP A -+- 2ïïrf h-k-ir.rf 

\ iTil ^z ^.- , F 27r / — H >/- 

iTzr inr fil fh 

L I 

2 7rr 27:r inr 

;ou bien 

PA P/*.27rr 

f •' 



F. 27:/=:= 



, _ A ■ .//' 



2.T.r 27rr 

Ajoutant et retranchant PA au second membre, 

F..r/= -^ + PA - PA + 1^;. 

2 71 r 2 71 /' 

Mettant PA en facteur commun, 
F.27r/= PA / I H 



/A 



27rr 



f:.^/ = pa| . + — V ^' h--^- 




27:r 27:/'/ 27rr 

2 7rr 2 Tir — //' \ ^f .iizr.T.r.r l 



p , ^,1 27rr 27:r \ 27rr 

F.27r/==PA I -I- 



2 



7T /• — fil 2 71 r — fil j 2 Tir — fil 



2 Tir 271 r/ 2. Tir 
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Supprimant au numérateur et au dénominateur du second 
membre la quantité airr, 

\ 271 r — jh J iTtr—jn 

F.27r/==:PA I H '' -Tx-] -F -î-^^^ TT' 

\ 27:r — jn/ 27rr — //i 
17 in/ PA' 4^/7:'/-' 

F.27r/=:P// H 77 -f--^-^^^ 77-- 

2 TT r — J /i 2 TT r — y /2 

Mettant P/en facteur commun, 

F. 27:/= PA -f- P/ -^— ^ïT- 

•^ 27rr— //i 

Ce qui apprend que /e travail de la puissance pour une ré- 
volution est égal au travail de la résistance utile augmenté du 
travail consommé par le frottement. 

Pour avoir le rapport du travail moteur au travail résistant 
utile, divisant les deux membres de l'égalité par PA, on aura 

F. 271/ PA P/ A--f-47r'r^ 



ou 



vil ~ \' Il Vil iizr—fh 

IV ~" ' 'Il iTzr-fh' 

T._, , .A^ + 4.A^^ 
T, ~" "^ T.Tirli-Jli'' ' 

%n _ 2 71 r/i — fh^ -h fli^ -f- 4/7rV^ 
IV ~" iTirli-fli' ' 

TV. _ inrh-hifT:'!' 
Tr ~ inrii-fli' ' 

ïfl, _ 2 7:/-(A + 27rr/) 
T;^ liiiTir—fli) ' 

et, réciproquement, le rapport du travail utile résistant au 
travail moteur aura pour expression 

IV h{iT,r — fil] 



T,„ 'n:r[li -t- 'i.urf) 
On doit à M. Tom Richard une manière bien simple d'ex- 
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primer ce rapport. Désignons, à cet effet, par F, la puissance 
capable de vaincre la résistance P, quand le point d'applica- 
lion de celte puissance horizontale est considéré sur Thélice 

moyenne. On aura 

T^ ^ sin oc -h f cosx 

Fi = P —A—, — • 

cosa — /sina 

Désignant par 9 Tangle du frottement, on a 

^ . sin© 

/=^tang(p= ^• 

•^ ^^ COS9 

Remplaçant / par cette valeur, il vient 

sinQ 
sina -4- - — - cosa 
TP _ cos© 

F, = P r-^ î 

sin© . 

cosa sina 

coscp 

sinacos9 H- sin9 cosa 



cosa COS9 — sin 9 sin a 



COS9 

« p sina COS9 -h sin9 cosa 

' cosa COS9 -— sin9 sina 

cos(a-4- 9) 
F, — Ptang(a-+- 9), 

et, pour la puissance F agissant avec un bras de levier /, 

Pr 

Frrz: — tang(a -+- 9I. 

Cette relation peut donc servir aussi à trouver la valeur de 
la puissance, en tenant compte du frottement. 
Cela posé, on a, pour la valeur du travail moteur, 

Tm = ¥.21:1 ^ F,.27rr= 2 7:rPtang(a -+-9). 

Si l'on néglige le frottement, il suffit, dans celte équation, 
de faire 9 = 0: le travail de la puissance se réduit au travail 
utile, qui, dans ce cas, a pour expression 

Tr=^ 27: rP tanga. 
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Divisant ces deux équations membre à menabre, il vient 






27rrP tang(a -f- cp) 



27rrPtanga 



et, à l*inverse, 



II 



ou ,-p- = 



tanga 



Tir. _ tang(a-f-(p) 



tanga 



• tang(a4-9) 

11 est évident que, si le mouvement ne cesse pas d'être uni- 
forme, la relation subsistera pour une durée quelconque. 

Supposons qu'il s'agisse d'une vis en fer tournant dans un 
écrou en cuivre, auquel cas le coefficient du frottement 
/= o, 12 et 9 = 6°5i'. De plus, si angle a = 2*» i8', on aura 

T^ _ tang2<>i8^ T^ _ tang2°i8^ 

T«,~"lang(6°5i' + 20i8')' T,;, "" langg^g ' 

tang2° i8' = o,o4, tang9°9' = o, i6i, 



T 



m 



o,o4o 

G, lOl 



= 0,248. 



Cet exemple, qui se rapporte aux vis de pression, met en 
lumière l'influence considérable que le frottement exerce sur 
le rendement de la vis. 

46. Équilibre de la vis à filets triangulaires en ayant égard 
au frottement. — Soient XX' Taxe de la vis et AYZ l'hélice 
moyenne [fig- 39). Menons au point A de cette hélice une 

Fig. 39. 




tangente, la génératrice Ai du filet et une verticale A a paral- 
lèle à l'axe de la vis. Les points B, G, a étant les intersections 
de ces trois droites avec un plan horizontal quelconque con- 
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sidéré comme plan de projection, évidemment les projec- 
tions aB, aC sur ce plan de la tangente à Thélice et de la 
génératrice j AC représenteront les directions de la tangente 
et du rayon au point a du cercle qui est la base du cylindre 
sur lequel est tracée l'hélice moyenne. De plus, le plan ABC, 
contenant la tangente à rhélice au point A et la génératrice du 
même point, sera tanguent à la surface hélicoYde gauche qui 
forme le filet et BC sera la trace horizontale de ce plan. Si 
est la projection du point a sur le plan tangent, il sera situé 
à l'inlerseciion des droites Be, Ad menées perpendiculai- 
rement des points B et A sur les côtés opposés AC, BC du 
triangle ABC. Remarquons encore que l'angle a AO sera l'angle 
que la verticale fait avec le plan tangent, puisque AO est sa 
projection sur le plan et que Tangle d'une droite et d'un plan 
n'est autre chose que l'angle formé par cette droite avec sa 
projection sur ce plan. Par la même raison, BO étant la pro- 
jection de l'horizontale AB sur le plan tangent, l'angle eBa 
sera l'angle que forme cette horizontale avec ce plan ou bien 
l'inclinaison de la puissance Fi sur le plan, puisque cette force 
agit horizontalement. 
Appelons 

9 l'angle «AO; 

0) l'angle eBa: 

a Tangle de la tangente à l'hélice moyenne avec la verti- 
cale Aa; 

^ l'angle de la génératrice avec la même droite ; 

r le rayon aK ou A^ du filet moyen ; 

Il le pns de la vis ; 

P la charge supportée par la vis parallèlement à Taxe; 

F, la force horizontale capable de vaincre la résistance, en 
agissant immédiatement sur le filet moyen, c'est-à-dire avec 
un bras de levier égal à r. 

Cela posé, soit S la résultante de toutes les pressions nor- 
males partielles exercées aux différents points du filet moyen. 
Évidennment le frottement qui en résultera sera S/. Remar- 
quons que la pression supportée par le point A, éiant normale 
au plan tangent, sera perpendiculaire à la droite Ari située dans 
ce plan et, par suite, la composante verticale de celle force 

Méc. /A — II. 8 
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sera opposée à un angle égal à 9. Sa valeur sera donc Ssincp. 
De même, la composante verticale du frottement exercé sui- 
vant la tangente afr à Thélice moyenne aura pour valeur S/cosa. 
Pour qu'il y ait équilibre, il faut que la somme de toutes les 
composantes verticales soit égale à zéro. Ces forces sont au 
nombre de trois : i® la charge P; 2*» le frottement S/cosa qui 
agit dans le même sens; S'^la pression Ssin9 qui agit en sens 
contraire. On aura donc Téquation suivante : 

P H- /S cos ac — S sin 9 = o 

ou 

P=::S sin9 — /Scosa==S(sin9 —fcosa); 

d'oii 

sin 9 — fcosoc 

Pour déterminer complètement les conditions d'équilibre, 
il resterait encore à trouver les composantes horizontales des 
forces que nous avons considérées; mais il est beaucoup plus 
simple d'appliquer le principe du travail. 

Pour une révolution, le chemin parcouru par le point d'ap- 
plication de la puissance est 27rr et, par suite, le travail ac- 
compli sera F,.27rr. 

La résistance P s'élevant d'une hauteur égale au pas h de 
l'hélice développera un travail représenté par PA. 

De mêmcy le frottement S/parcourant un chemin égal au 
développement d'une spire de l'hélice, le travail consommé 

sera S/ , attendu que l'hélice, après le déroulement de 

cos oc 

la surface du cylindre sur un plan, est l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle, dont le pas est l'un des côtés de l'angle 
droit. On aura donc 

F,.27:r^P/i-:-S/— ^. 

•^ cos a 

P 

Remplaçant S par sa valeur —, ji 9 

sin9— /cosa 

¥i,2r.r-^P/i-h f- ji —, 

•^ sin9 —fcosa cosa 

¥,,27:r=^P/i-\~fP— ~ ^ 5 

•^ (sin9 — -/ cosa) cosa 
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d'où 

F, = h/P J-. 7! v- 

Or =:cola. Donc, en substituant, 

27rr 



2T:r «^ cosa(sin(p — /cosa) 



Remplaçant cola par —, — ? il viendra 
^ ^ ^ sina 



T. »> ^'n cosa 

F, ^Pcota-h/P^r 



sin«cosa(sin9 —/cosa) 

ou 

F,= PcOta-î-/P --; î j; ;, 

•^ sina(sin(jp —/cosaj 

P f 

F, = P cota -\- 3 T^—-> 

sin<p— /cosa sina 

P rot a(sin9 —/cosa) P / 



^,^.. ^ ., , _^ 



sincp — /cosa sin(p— /cosa sina 

Menant -: -^ en facteur commun, 

sm<p —/cosa 

F, — -; cotafslno) —/cosa) + -r— h 

smç— /cosaL \ T y / sinaj 

F, = -: -ji ( cota sin © — f cos a cota -f- : 

sincp- /cosa\ ^ "^ sma 

Mettant, dans la parenthèse, / en facteur commun, 



F.= 



F.rzr 



-: -ji cota sin© -h /( -; cosacota) h 

smcp— /cosaL \sina /J 

[j,l I rosacosa\"| 
cota sincp 4-/1-: : 
^ -^ \Sina sina j ] 



F.= . 
smcp- 

P 



sin 9 — /cosa 
P 



sin© — /cosa \ 



/ . X. I — cos»a\ 
cota sin© -h / : • 
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Subslitiianl à i — cos^a sa valeur sin^a, il viendra 

F, = 7ï colasin© 4- '—. i 

sinç— /cosa\ ^ sina / 

(cola sin9 -4- /sina). 



sinç — fcosa 

^ ^ (cota sincp -f- /*sina) 

Fi = P-^ '■ -' 

sincp — f cosoc 

Désignons par L la transformée d'une spire de rhélice sur 
un plan [Jig* 39). On aura 

/i = 2Trrcota et cota=: • 

27: r 

De même 

A=:Lcosa, cosa = --• 

Lj 



Remplaçant L par sa valeur v^A'+ ^n'' r^ , 

h 



COSa = 



Pour la valeur de sina, on a aussi 

9. TT r 2 TT r 
27:r=iLsina, sina = -j — ? sina— ! - - ■ 

La question est présentement ramenée à trouver la valeur 
de sin9 en fonction de quantités connues, et à Tinlroduire 
dans réquation donnant la valeur de F,. 

Le triangle AOa étant rectangle en 0, il vient 

On 

0« = Aa sinOAa = Aasin© et sin©^-; — • 

^ Art 

Le triangle Oea est aussi rectangle en et Ton a 

Oa = aeslnOea. 

Substituant dans la valeur de sincp, il vient 

aesinOea 
sinq? = — . — • 
^ Aa 
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On déduit encore du triangle rectangle a\e 

ae=z KasxnÇi et sinS = -r^« 

De plus, le triangle «Be, qui est rectangle en «, donne la re- 
lation suivante entre les deux angles aigus : 

sinOe« = costk), 

puisque ces angles sont coniplémentaires Tun de l'autre. Rem- 

plaçantdonc, dans l'expression de sincp, le rapport ■— parsinp 
et sïnOea par coso), on aura 

sin9 = sin^cos63. 

Du dernier triangle considéré on déduit encore 

ne 
ae = «Blangw et tango) = -j • 

Or 

a^=:Aasinj3 et «B=:Aalanga. 

Remplaçant dans l'expression de tangu, il viendra 

Aasinô sinâ sino) sinô 

tangu = ^— = î— 1 ^ • 

Aatanga tanga cosw tanga 

Elevant au carré les deux membres, 

sin'û) sin'(3 

cos'ck) tang'a 

d'où 

sin'w -f- cos'w sin'(3 4- tangV 

sin'o) sin'P 

Comme sin'w -r- cos'w = i, il vient 

j sin*(3 -f- tang'a 

sin^w sin*j3 

et 

sin'û . sinô 

SI n' ck) = -7-775 ' ^» sinw — 



sin'P 4- tang'a sj^xû^i^ + tang'a 
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Pareillement 

sin'w -f- cos'w __ sin*(3 -f- langea 
cos'w "^ langea ^ 

I _ sin*[3 4- tang'a 
cos'û) tangua 

tangua 
sin'p-H langea 

tanga 
v/sin'[3-i- lang'a 



C0S6) = 



2Trr , 47r'r* . , 

Comme langa= —.— ei lang'a= ,, ? si nous rempla- 
çons par celte valeur dans l'expression de sinco ei cosw, nous 

aurons 

sin^ 



sinci) 



v/'i»-? + ^ï 



a 



Multipliant les deux termes par A, on a 

/isin|3 



sina)=: 



Ai/sin'p 



47:'r' 

Faisant passer h sous le radical, 

/tsin^ 



sinck) = 






ou bien 

27:r 

Asin6 A 

sinM= , — ^ ? cosû)== 



V^/i^sln=^6H-47T=r' , / . ,^' 47rV'' 

Comme précédemment, multiplions le numérateur et le déno- 
minateur par h, 

27rr 

COSO) = 



i/sin' 



p • ^^''"' 
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Faisant passer h sous le radical, 



27rr 
cosw = 



\/A»sin»[3-f-47r'r^'' 



d'où, en remplaçant cosw par cette valeur dans l'expression de 
sin9, 

sinptanga . 27rrsin(3 

siny= ^ ^ ^^ — r- y sin9= ^ 



v/sin'(3 4- lang'a V^A» sin'P -+- 47r'r' 

Reprenons l'équation générale donnant la valeur de la puis- 
sance Fi, 

ir _ D co^<^ sinç) -4- /sina 
sincp— ^cosa 

el remplaçons sincp par sa valeur, il viendra 

IflngasinScola ^ . 

— -^ ^ -f-/^sina 

p _p vsin'(3 + tang»« 

tangasinS ^ 

^ '^ ■ — / cosa 

V^sin'P -h langea 
Réduisant au même dénominateur. 



tang«sin(3 cpt« H-/sina y/sin^jS -f- tangua 
^ n N/sin'(3 H- langea 



langa sin(3 — fcosa v/sin'(3 -t- tang'a 
^sin'P -H tangua 

Supprimant aux deux termes du second membre 



V'sin'jS -i- lang'a 

-j tang(zsin(3 cota -h /sinot v/sin'(3 -f- tangu a 
tangasinp —fcoscx^sïn^^ ■+- lang'a 

Divisant les deux termes par tanga sin(3, 

/sina 



cota H : — ^ i/sin'3 -h tangua 

P __p tangasmp^ 

fcosa I . ,^ — 

I— -^ r—a i/sin'S -f- lang'a 

langasinp ^ ^ 
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IiUroduisant sous le radical tangasinp, 



. ^ • * /sin*6 + langea 

cola -4- 7 sin a \/ — — ^-r . ,^ 

-' V langea sin'û 



^ ^ /sin'û -f- langea 
I — f cosa i / 1-- . , ^ 

En cherclianl le quoiienl de sin'(3-t- langea par langea sin^j3, 

on a 

sin'p + langV __ i i 

lang^asin^j3 "" lang^^a sin'p' 
d'où ' 



cola + fsina i / 



p _p T — o ^ sin^(3 

I — /C osa h 



lang'^a sin^p 



Comme r— = coi'a, on aura encore 

langea 



F. = P 



cola -h /sin a i /coi'a H — : 



I 

sifïïp 



I 

I 



/cosa \/col^a+ -^^ 



cos*3 

Ajoulons el relranchons sous les deux radicaux col^û ou . X ^ 

^ sm'p 

on aura 



co 

F.=:.P — 



. ^ • * / .9 ' .o cos^S 
ta-*-/smai/col^a-f- -r-r^ -4- col* 6 — ^ 



-/cosa y^coi^a + ;^ + COl^? - ^^^^'P 



sin'P «^ sin^p 



F,==P 



cola -+- /sina l/coi^a + coi^fi -f- - — .^^5 
-^ V ^ sin'P 

I —/cosa i /coi'a -h coi'3 + * ""/^^^P 
V sin'p 

I — cos2(3 = sin*(3 
el par suiio 

f — cos'(3 ^ 
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II viendra donc 



^ „ cola -4- /*sina^i H- col^a H- coi^û 
F, == P — • 

I —fcosa \/i -h col^a -+-coi'P 

Celle valeur de la puissance peul encore êlre présentée 
sons une autre forme. A cet effet, considérons la valeur de F, 
donnée par l'expression suivante trouvée plus haut: 

p p sin^cota -h/sina 
sin<p — /cosa 



/' 



27TrsinS fi 
Cl remplaçons sinœpar - » cola par » cosa 

\/A'sin^(3-f-47:V' ^tt 

par et sina par • . _- !_ r^:^- <, il viendra 

V//|' -h 4 TT'' /-^ V /''-+- 471'/-' 

27:rsin{3 // /-^t:/' 



F, = P î- — r^î-^^ 1— î > 

2 7rrsinp /// 

\/7i2sin'(3 + 4Tr'''/'"' V^ÂM- 4 tt' /"' 
/isin(3 /-^Trr 



F _ n v/ /^'sin^P+ 4 TT' /•-' V^/i' -h 4 TT^ /•' 

2 7r/'smp //« 

v/Fsln^p+"47rV^ V'/i^ -h 4 71» r- 

ou bien 

Asin(3\//i^ -i-4 7:'r^-f-/.27rrv///'sïn»(3-^47rV^ 

^ _p v^/*'sin^(3 H- 47rr' \/A^4- 4Tr2r2 

r I — " 



27rr sinfi y/A^ + 47rr' -^f/i si h" ^W^ -^ 4?:^' 
v//4'sin'P-h47rV^ y/AM^~4TrV' 

Supprimant aux deux termes le dénominateur commun 



vVi^sin'(3-H 4^^" v^M-4Tr^S il viendra 



_ Asinp y/A'-f- 471'/' -^f.ir.r y/A'sin^{ 3 4- 47rV\ 
2 7rrsin[3 y/A^-+- 47rV'' — /// v'A*sin»[î 4- 47:' /' 

Si la puissance agit à l'exlrémité d'un levier de longueur /, 
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on aura 



. . _ Pr h sinp y/A'-H 4?:^ -f- /.27:r v//t^sin'(3 -f- l^iz^r" 
^ 27rrsinp v/A'^-47r'r'— //i v'A»sin2j3 -f-47r'r» 

Cette théorie de la vis à filets triangulaires, donnée par 
M. Persy, à qui Ton doit encore d'intéressantes recherches 
sur les moments d'inertie, est la seule rigoureuse, ainsi que 
le fait observer Poncelet. Comme elle est peu commode pour 
les applications, des auteurs fort recommandables dans la 
Science moderne conseillent d'employer la formule relative à 
la vis à filets carrés, qui d'ailleurs conduit à des résultats suf- 
fisamment approximatifs. 

4-7. Travail d'une vis à filets triangulaires, — Par la for- 
mule de M. Persy, nous avons trouvé 



p _ p /isin(3v//i' -f-47r'r^-^27rr/'v//i'sin^(3 -h47r'^ ^ 
2 7rrsin(3v//i2-+-47rV — /i/v/A»sin»(3 -f- ^izr^ 

Multipliant les deux membres de l'égalité par 27rr, qui re- 
présente le chemin que parcourt le point d'application dje la 
puissance pour une révolution de la vis, on aura 

F,.27rr 
ou 



1 _ p27rrAsin(3\/A--f-47r'r»4-4T:V/v/A'sin'P + 47rV 
2 7rrsin Pv/Zi' -f- 4?:^='— hf\/h^sin'^ -f- /^n'r' 

48. Détails de construction. — Lorsque la vis à filets carrés 
est simple, c'esi-à-dire qu'elle n'a qu'un filet, la hauteur e est 
égale à la saillie et les vides doivent être égaux a\^x pleins. 
Par conséquent, le pas h = ie. Dans les vis à deux filets la 
saillie est égale à j du pas A. L'écrou doit embrasser au moins 
trois filets et, par suite, son épaisseur est égale à 6e. La sail- 
lie est approximativement égale à 7 du rayon du noyau, que 
Ton détermine d'après l'effort auquel la vis doit être sou- 
mise. 

M. Morin estime que le noyau de la vis ne doit pas être 
soumis à un effort de plus de 2''8,8 par millimètre carré de sec- 
lion. Ainsi, d étant le diamètre de ce noyau et P la charge 
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qu'il doit supporter, on aura 

4 



hïTs' ^ = V^ ..8xr,.4.5 = °'^^^^*'- 



Les pleins éiant égaux aux vides et comme, suivant Tépais- 
seurGede Técrou, il y a autant de pleins que de vides, la sur- 
face de rupture des filets le long du noyau sera la moitié de 
la surface cylindrique qui a pour expression Gôttû?, c'est- 
à-dire 3e7cd. Remarquons, de plus, que, la charge pouvant 
agir à l'extrémité des filets, on aura ainsi un bras de levier 
double. Il convient donc de ne prendre que la moitié de 3end 

ou 

\€'r:d. 

Nous ferons encore observer que la résistance de la matière 
qui compose Técrou diffère peu de celle de la vis et que l'on 
peut considérer comme égales les deux surfaces de rupture. 
Ainsi Ton aura 

fe7ra = — 7- ou |e=y? 

4 4 

d'où 

^d d , . . 

e = — = 77 ou ^ du rayon du noyau. 

Remplaçant d par sa valeur, il vient 

D 

Le pas étant égal à deux fois la saillie, on a 

d 



2 



6 = /l=z ■- =z 0,224 V/P. 



D'après cela, il est facile d'obtenir le rayon de l'hélice 
moyenne. En effet, le rayon du noyau étant 3e, celui de Thé- 
lice extérieure sera ^e et l'on aura, pour le rayon de l'hélice 
moyenne, 

r =: = ^e. 
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Remplaçant e par la moitié de la hauteur du pas. 

Ces dimensions ne sont pas tellement absolues qu'on ne 
puisse s'en écarter. M. Morin a adopté les dimensions sui- 
vantes. 

Le diamètre extérieur des filets est égal aux | du diamètre 
du noyau, 

Par conséquent 

ier=^\d ou e=iY^d^ 
et 

Si les écrous ne doivent pas être souvent dévissés, leur 
épaisseur est égale au diamètre extérieur de la vis. Quand, au 
contraire, on doit souvent les dévisser, l'épaisseur doit être 
égale à 4 du diamètre extérieur ou | de celui du noyau. 

Dans les vis à filets triangulaires, la hauteur du triangle 
générateur croît à mesure que la saillie augmente. Lors- 
qu'elles sont en bois tendre et destinées à supporter de grands 
efforts, le triangle générateur est ispscèle et rectangle au som- 
met^ il est équilatéral dans les vis en bois dur ou en métal. 
L'épaisseur de Técrou, comme pour les visa filets carrés, est 
égale à trois fois la hauteur et la saillie e est le tiers du rayon 
du noyau, que l'on calcule de la même manière que précé- 
demment, en admettant que le bois peut être soumis à un 
effort moyen de o^«, 800 par millimètre carré de section, sans 
que son élasticité naturelle soit altérée. 

D'après ces don:iées, on aura encore, pour la valeur du 

rayon moyen, 

3P-H4g _ 
/_ - _ ,e. 

Si le triangle générateur est équilatéral, la saillie BD est la 
hauteur de ce triangle ABC [fig* 4^0 ^^ ^^ hauteur du pas est 
égale au côté AC de ce triangle. On a donc 

e- =z h- . = —j- , e r= - v/3 =:= o ,866// ; 

4 4 2 
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d'où la valeur du rayon moyen 

/'— J-xo,866Ai:^3,o3i//. 
Le diamètre du noyau étant d, la section de rupture sera 

Fîg. fio. 




T.fi^ 



el l'effort qu'il pourra supporter en toute sécurité aura 



pour valeur - ,— x o^«,8oo. On aura donc 

4 • 



o,8ooX -v-r^P, 
4 



d'où 



d^ = 



4P 



4P 



o ^ 5 7 et dr V/ — Q--r.-5 7 ^ » '^^V^P • 

o,8oox3,i4 Vo,SooX3,i4 



Si la saillie est égale au tiers du rayon du noyau ou uu 
sixième du diamètre, on a 



e 



,-_'^^^^^^^,^{^, 



et, comme la saillie est exprimée par 



on en déduit 



ie -2X0.91 /- 



h^-^^ 



v/3 v^3 



Pr=_l,o42v'l>. 



Ces détails de construction, concernant les vis à filets irian- 
guiaires, ne sont applicables qu'aux vis destinées à supporter 
de très-grands efforts. Dans les vis en fer ou en acier, qui font 
partie de mécanismes de précision, la saillie, c'est-à-dire la 
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hauteur du triangle générateur, est portée jusqu'à deux et 
n)ême trois fois la base, de manière à rendre la surface frot- 
tante plus étendue et, par suite, Tusure nnoindre. Les vis à 
bois que l'on nomme clous à vis ont aussi des filets très-aigus, 
pour qu'ils puissent mordre plus facilement pendant la péné- 
tration et que l'effort capable de les arracher devienne plus 
grand. 

49. Applications. — i® Trouver Veffort qu'il faut exercer à 
Vextrémité d'un levier de o'^jQo pour produire une pression de 
4ooo kilogrammes^ au moyen d'une vis à filets carrés, dont le 
pas h =r:o°*,oi2 et le rayon de l'hélice moyenne est de o°',o2. 

p, P^ ^ -f-/.27rr 

/ 2 TT r — fil 

V=^^OOQ^^, r=:0™,02, A=0'",0I2, / — O^jQO, /ir=0™,10, 
-, 4000 X 0,02 0,0I2 -f- O, lO X 6,28 X 0,02 , 

r = 7T — rt : > r = 1 7*^,0. 

0,90 0,20X0,02 — 0,10X0,012 

Si l'on néglige le frottement, on a 

F h ^ ,^ Il XI / 0,012 — o-, , 

P 277/ 27r/ 6,28X0,98 

2° Trouver la valeur de l'effort, dans le cas oit la vis est 
terminée par un pivot tournant sur crapaudine et que le 
rayon r' de la surface frottante est égal à o™,oi2. 

_ /r/M-/2Trr 2/V\ 
"^ ~^ \l T.Tzr-fli Z l 1 

Avec les mêmes données que précédemment, si /'= 0,1, 
il est évident qu'au résultat déjà obtenu il faudra ajouter celui 

2 f r' 
qui est relatif au terme P ^ —r-' ' ^^ ^^^^ 

2 Pf ^' _ 2 4oQo X 0,10 X 0,012 _ ^g 

3 ~^7~ ~~ 3 ^^^90 ~ ' ' 

d'où 

F = 17^8, 5 -f- 3^6,5 = 2i*^«. 

Ces exemples montrent combien sont inexacts les calculs 
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que l'on fait sur la vis si Ton ne tient pas confipte du frotte- 
ment. 

3" Trouver, avec les mêmes données que précédemment^ In 
pression que Von pourra exercer y l'effort qui agit à l'extré- 
mité du levier étant égal à 3o kilogrammes. 

De réquaiion générale, en faisant abstraction du frotte- 
ment du pivot, on déduit 

p_ F/ 27rr— fh 
~~ r li-^-f.iTzr 

_^ 3o X 0,90 6,28 X 0,02 — 0,1 X 0,012 
0,02 0,012-4-0,1x6,28x0,02 

P := 6838»^^ 
£n tenant compte du frottement du pivot, on aura 
0,020,012-4-0,1x6,28x0,02 2 



F=P 



0,1 X 0,0I2 \ 

0,90 / 



0,906,28x0,02 — 0,1x0,012 ' 3 0,90 

En efifectuant les calculs, on trouve 

pp 0^001594944^ 
0,302292 
d'où 

p^p_o^3o2292_^ p^3^^ 0^2292 ^5 ,, 

0,001594944 0,001594944 

En négligeant le frottement, on a 

h 0,012 

4® Trouver le travail développé par la puissance pour pro- 
duire une pression de 1 200 kilogrammes 

¥.27:1, 
ou, pour une révolution, 

/o,oi2)'-f-4x(3,i4)'X(o,o2? 

T«==: 1200X0,012+1200X0,1 ' ~—, ^ ^ î 

2X3,14X0,02— 0,1 XO»OI2 

^ , , 0,000144^-0,0016X0,87 

T„=l4,4-+- »20-^ ^^ ^y—^ ^i^-^, 

^ o, 1244^)36 

T„= l4«^8«',4-+- l5'^6"S3::_29»^«'»,7, 



F 
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Le rapport du travail utile au travail moteur sera 

Il :^lM ^0,484. 
ï„ 29,7 '^ ^ 

Si l'on veut tenir compte du travail consommé par le froiie- 
ment du pivot, on aura 

on aura 

At^p/*/'— J x3,i4 X 1200 X 0,1 X 0,012 — 6^»'", 09.88. 

Le travail moteur, dans ce cas, aura pour valeur 

T„= i4^8'",4 -+- 15''8™,3 -f- 6i'8m^jj288 = 35^8»% 7288. 

5** Trouver l'effort qu'il faut exercer à l'extrémité d*un 
levier de i mètre pour produire une pression de 6000 kilo- 
grammes, au moyen d'une vis à filets triangulaires en fer. 

Formule de M. Persy 



Pr h sin(3 y/A' -+- ^n'r'-hf.inr^/h' sin^(3 -+ /^n'r' 
~" ^ 2 7rrsin(3v^Â'-f- ^ii'r^-- f h >J h' s\n^^ -¥- J^n'r^ 
P z= Gooo^^S /i=r:o,oi6, r = o,o34, /= i'", / = o,i, 

(3 = 60*» et sin6o°:=: 0,866, 
6000 X o,o34 



o,oiGxo,866v/(o,oi6)»-h4x(3,i4)'(o,o34)' 



-4-o,ix6.28xo.o34v/(o,oi6)^(o,866)'4-4Xi3,i4)^(o,o34i^^ 
"^ (6,28X0,034 Xo,866v^(o,oi6)^-f- 4 X 3,i4i='(o,o34)» j 

I —0,1 Xo,oi6v/(o,oi6)^(o,866)^-+-4x (3, i4)' (o,o34;M 

^^0,016)^ H- 4 X (3, i/[Y (0,034 j' = v^o, 045896 =: 0,2142, 

V^(o^oi6)=';o,866)»-i-4x(3,r4)'(o,o34)='=::V^o,o45832 = o,2i4. 

„ ^ «, 0,016 X o, 8(56 i/o, o458q6 -h o, i x 6,28 x o,o34 v/o,o4r)832 

F = 6000 X o,o34 X — ^ ■ . I 

6,28 X 0,034 X 0,866/0,046896 — 0,1 X o,oi6/o,o45832 

„ ^ «, 0,016 X 0,866 X 0,2142 -h o, I X 6,28 X o,o34 X 0,21 i 

V ^ 6000 X 0,o34 X jr^— r 4- ^-r^ -. ,. , î 

6,28 X o,o34 X 0,86b X o,2i4'i — . 0,1 X 0,016 X 0,21 I 

F rr= 3^^^. 
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50. Équilibre du cric. — Le cric est un ap[)areîl qui sert à 
soulever, d'une quantité très-petite, des corps d'un poids 
considérable, tels que des voitures chargées, des pierres de 
taille. Réduit à sa plus grande simplicité, le cric se compose 
d'une crémaillère, qui engrène avec un pignon, que l'on fait 
tourner au moyen d'une manivelle. Pour manœuvrer l'appa- 
reil, on engage la tète de la crémaillère au-dessous du corps 
que l'on veut soulever et l'on fait tourner la manivelle : la cré- 
maillère en montant soulève le fardeau. On rend l'emploi du 
cric plus efficace en faisant engrener le pignon avec une roue 
dont l'axe porte un second pignon, qui agît sur la crémaillère. 
Ce système de roues et la partie inférieure de la crémaillère 
sont placés dans l'intérieur d'une pièce de bois convenable- 
ment creusée à cet effet. L'axe de la manivelle porte un encli- 

Fig.*!. Fie. 4a. 




quetage qui permet de suspendre l'action de la force motrice, 

sans que le corps soulevé retombe. Cet encliquetage se corn- 

Méc. D. — 11. 9 
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pose d'un levier courbe, dont le point fixe est sur le corps 
même du cric et qui s'engage entre les dents d'une roue à ro- 
chet. Par celte disposition, le levier courbe présentant sa con- 
cavité aux dents de la roue, le mouvement de la manivelle 
dans le sens ordinaire n'est pas gêné; mais le mouvement en 
sens contraire est rendu impossible, à moins qu'on ne sou- 
lève le cliquet d'arrêt pour le dégager des dents de la roue à 
rochet (yîg-. 4' 6t 42). Appelons F la puissance appliquée à la 
manivelle et P la résistance exercée dans le sens de la cré- 
maillère. Si p et p' sont les pressions supportées par les dents, 
tangentiellement aux circonférences primitives, on aura en- 
core 

F r p r' 

or p'= P, puisque la pression supportée par le pignon qui en- 
grène avec la crémaillère n'est autre chose que la résistance 
que Ton se propose de vaincre. Donc 

p r' 
P'^R^' 

Multipliant membre à membre, on aura 

F _ rr' 
P "" RR' ' 

Ainsi, pour que l'état d'équilibre existe, il faut que la puis- 
sance soit à la résistance comme le produit des rayons des 
pignons est au produit du rayon de la roue par la longueur de 
la manivelle. 

51. Application numérique. — Trouver V effort qu il faut dé- 
velopper^ abstraction faite du frottement, pour soulever d' un 
côté une voiture chargée pesant 600 kilogrammes, au moyen 
d'un cric placé à 1^,10 de la roue d'appui, sachant que la dis- 
tance de la circonférence moyenne de la roue à la verticale du 
centre de gravité est de o", 75; de plus que la longueur de la 
manivelle est égale à cinq fois le rayon du pignon de même 
axe et que le rayon de la roue est égal à trois fois celui du pi- 
gnon qui engrène avec la crémaillère. 
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OU bien 



d'où 



Poids 


de la voiture 


— 600'", 


R 


-5r, 


H'r- 


3/-', 




F 


rr' 






P 


rr' 




F 


rr' 

Pi ^^^ "i. ^f 


_ 1 
- 16» 



F — ' P 



Pour trouver la résistance P, que la puissance F doit 
vaincre, remarquons que la pression exercée sur la lête de la 
crémaillère, qui n'est aulre chose que celle résistance, pro- 
vient du poids de la voiture. Or, comme le mouvement lend 
à s'opérer aulour du point 0, par lequel la roue s'appuie sur 
le sol, en vertu du théorème des momenls, nous aurons 

P X 1,10 = 600 X 0,75, 

d'où 

600X0,75 . 

I , I o ^ ^ 

par conséquent 

F=4^9^^9=V^^7. 



*—* 



^ 
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CHAPITRE IV. 



52. Travail consommé par le frottement des engrenages. 
— Pour trouver ce travail, il est évident qu'il faut multiplier 
la pression exercée au point de contact de deux dents en 
prise par Tare de glissement parcouru jusqu'au moment où 
elles se quittent. Nous ferons observer toutefois que, dans les 
communicateurs de ce genre, il se produit un double mouve- 
ment de roulement et de glissement. Pour Tintelligence de ce 
qui va suivre, il importe d'examiner a priori comment les 
choses se passent lorsqu'un corps roule et glisse sur un autre. 
Comme la résistance au roulement est très-faible, comparée 
au frottement de glissement, dans la recherche du travail con- 
sommé en pure perte, nous n'en tiendrons pas compte. 
Soit un corps ABMC [fig-^'à] assujetti à glisser et à rouler sur 




un autre corps GH. Supposons que le premier ait d'abord roulé 
de manière à occuper la position abmc et puis qu'en glissant 
sur GH, suivant l'arc mM', il soit parvenu en A'B'M'C. Re- 
marquons que l'arc de glissement m M' est égal à BM' moins 
Bw. Si b est la position du point de contact B, après le rou- 
lement, il est évident que Tare Bm=:BM=6m. De plus, 
l'arc M'B' étant égal à m6, il s'ensuit que l'arc de glissement 
mW aura aussi pour valeur la différence BM'— M'B', De là 
résulte que, dans l'hypothèse où les corps en contact ont une 
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irès-faible courbure et que les chemins parcourus n'ont pas 
une grande étendue, les trois points B, B', M' pourront être 
considérés comme en ligne droite, de sorte que Ton pourra 
prendre pour valeur de Tare de glissement la distance des 
points B et B', c'est-à-dire la quantité dont le point de contact 
du corps mobile s'est éloigné du point de contact du corps 
fixe. Le même raisonnement étant applicable au cas où les 
deux corps sont mobiles, pourvu que leur mouvement relatif 
ne soit pas altéré, on peut énoncer, d'une manière générale, 
le principe suivant: 

Dans le mouvement, l'une sur l'autre, de deux courbes de 
faible courbure et de peu d'étendue^ l'arc de glissement est 
mesuré par la distance dont les deux points, primitivement en 
contact, se sont éloignés. 

Considérons d'abord le cas d'un engrenage extérieur. Appe- 
lons 

r, r' les rayons oA, o'A des circonférences primitives; 

e le pas de l'engrenage, lequel est égal à la distance des mi- 
lieux de deux dents consécutives, comptée sur les circon- 
férences primitives : comme le pas comprend une dent et 
un vide, évidemment il aura pour valeur An =:A/w(yîg. 44); 








P la pression normale, exercée tangentiellement à la circon 
férence primitive de rayon r', que nous supposerons com- 
mandée par la roue de rayon r. 
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Cela posé, si la pression reste constante, ce qui est ad- 
missible, principalement lorsque le pas est faible, le tra- 
vail résistant utile, sur une étendue égale au pas e on A/i, 
sera Tr = P«, dans l'hypothèse où une seule dent est en 
prise. 

Les points primitivement en contact sur la ligne des centres 
étant parvenus Tun en m, sur la circonférence primitive de 
rayon r, et l'autre en n, sur celle de rayon r', d'après ce que 
nous avons établi pour le double mouvement de glissement 
et de roulement, l'arc de glissement parcouru sera approxima- 
tivement égal à la droite qui unit les points m et n. Désignant 
par/ le coefficient du frottement relatif à la matière dont les 
roues sont formées, le travail consommé par le frottement, 
dans le passage d'une dent à l'autre, aura pour expression 

Pfmn. 

Des points m, n abaissons les perpendiculaires mm\ nn' 
sur la ligne des centres oo'. Comme mn peut être considéré 
comme parallèle à oo\ on aura 

mn == m' n' = n'A ■+• m'A. 

Les cordes am et an peuvent être considérées comme per- 
pendiculaires à oo' et, en vertu d'un théorème de Géomé- 
trie élémentaire, ces perpendiculaires à oo' étant moyennes 
proportionnelles entre leurs projections et les diamètres, il 
viendra 

/m' =2r'An', mm' =: 2rAm', 
d'où 



. , nn' . , mm' 
An= — r-» Am = 



ar' ir 



Si nous admettons, ce qui aura toujours lieu à une grande 
approximation, lorsque le pas est très-petit comparé au rayon, 
que l'on puisse substituer les arcs A/?, A m, c'est-à-dire le pas 
de l'engrenage aux perpendiculaires /i/i', mm', on aura 



A/i'= — , 1 Am' = — \ 
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par suite 

A/i'-f-Am' ou m' n' =: 1 -.• 

ir ir 

Ainsi le travail consommé par le frottement aura pour va- 
leur 

Désignant par F la puissance qui sollicite tangentiellement 
la roue conductrice, sur retendue du pas de Tengrenage, son 
travail sera Fe; et, pour l'équilibre dynamique, on aura Téqua- 
lion suivante : 

2 

OU bien 



(^-"p 



Fe = Pe + Pe--^(-4-4 

1 \r r 

Divisant les deux membres par e, il viendra 

2 \r r 

relation qui donne la valeur de la force motrice, en fonction 
des résistances à vaincre. 
Représentant par T« le travail moteur, on aura 

Si m et m' sont les nombres de dents des deux roues, comme 
chacune a autant de dents que le pas est contenu de fois dans 
la circonférence primitive, on pourra poser 

me = 27:r, m'€?=27rr'; 

d'où 

me . m! e 



r=z — î r' = 



271 27? 
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et, en substituant dans Téquation générale du Iravail, 

2 \me me] 

T.= T.-i-T,7r/f--f--^V 

Cette expression du travail moteur peut encore être présen 
tée sous la forme suivante : 



m m' 



que Ton obtient par la réduction au même dénominateur des 

deux fractions — et — :• 

m m 

Le travail consommé par le frottement étant 

iA('-+^\ ou iA'-±^, 

9. \r r j 1 rr 

nous voyons qu'il est directement proportionnel au pas de 
Tengrenage et que, pour atténuer les effets du frottement, il 
convient de faire ce pas le plus petit possible. Cette expres- 
sion nous montre encore que le travail du frottement sera 
d'autant moindre que la différence des rayons sera plus petite 
pour une valeur constante de r + r' ou, en d'autres termes, 
que le produit rr' sera plus grand. Or on sait que le produit 
de deux facteurs égaux est un maximum; donc le travail con- 
sommé par le frottement sera minimum si rr= r'. 

Pour trouver le travail du frottement en une seconde, re- 
marquons que celui qui est absorbé dans le passage d'une dent 
à celle qui suit est 

Tr7:f(^-h—] ou Venfi-^^^^ 
'^ \m m') '' \m m\ 

Si nous multiplions cette expression par le nombre de 
dents m de la roue conductrice, nous aurons le travail corres- 
pondant à une révolution 



mVev: 
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Par conséquent, si la roue fait n tours en une minute, on 

aura 

nmVe'Kf / i i 

60 \m m' 
Comme me=^^nr, en substituant, il viendra 
2 7rr/iP 



6== 



"60 



\m m j 3o \m m ] 



Ces formules, relatives aux engrenages extérieurs, sont en 
core applicables aux engrenages intérieurs, en ayant soin de 
changer le signe de Tun des termes renfermés entre paren- 
thèses; car, dans ce cas, les points m', n' sont situés sur la 
ligne des centres et d'un même côté du point de contact A. 

On a donc 

m'A — /l'A = m'n'; 



par suite, il viendra 



r r 



pour la valeur de la puissance. 

La valeur du travail moteur, dans le passage d'une dent à 
l'autre, sera 



/ 



T„=: T,-4- T. r.f f — , - -") ou T. .= T.Hh T.tt/ -— -^^. 

•^ \m' m] ^ mm 

Enfin le travail consommé par le frottement, en une se- 
conde, sera exprimé par la formule suivante : 



3o \m' m] 



53. Cas des engrenages coniques. — Dans la formule rela- 
tive aux engrenages coniques, due à M. Coriolis, le terme 



r r 



^ j de la formule précédente est remplacé par 



/ 1 I 2cosa / 1 I 

V r^ r" rr' y m" m'' 



2C0Sa 
mm' 



OL représente l'angle formé par les axes des roues, r et r' les 
rayons moyens considérés au milieu de la longueur des dents 
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sur la génératrice de contact des cônes primitifs. On aura donc 



2 V r' r^ 



2C0Sa 



ou 



T. = T.-f-T.7r/i/4,-+--v 



2cosa 



^ mm' 



11 est visible que le travail du frottement croîtra à mesure que 
l'angle a diminuera et qu'il sera maximum quand l'angle a 
sera nul, puisque, dans ce cas, cosa = i. La formule devien- 
dra 



•^ V f^i rrv' 



mm 
Or 

I T 2 / I I \' 

j 1 = 1 \ . 

m^ m'^ mm' \m m' j 
Remplaçant par celte valeur. 



ou 

T. = T.-f-T,7:/(- + -,V 

'' \m m I 

On retrouve ainsi la formule des engrenages cylindriques 
extérieurs, lelle qu'elle a été donnée directement par M. Pon- 
celel. 

L'expression générale, au contraire, deviendra de plus en 
plus petite, à mesure que l'angle a des deux axes deviendra 
plus grand, et elle sera un minimum pour a = i8o°. On aura 
encore 



ou 






DEUXIÈMK PARTIE. -- CHAPITRE IV. l3g 

formule relative aux engrenages cylindriques intérieurs, que 

nous avons déjà obtenue. 

Enfin, si Tangie a des deux axes est droit, ce qui a lieu le 

1 1 2Cosa ,, . ^ 

plus souvent, cosa = o et le terme s evanouii. On a 



mm 



donc 



T. = T,-f-T,^/y/i, 



m 



'2 



La théorie générale des engrenages apprend que le tracé 
des engrenages coniques peut toujours être ramené au cas des 
engrenages cylindriques. Partant de ce principe, la recherche 
du frottement et du travail consommé par cette résistance ne 
présente aucune difficulté. Soient ODC, OCF {^g, ^5) les 
cônes primitifs de l'engrenage. Par le point C, dans le plan des 
deux axes, menons la droite MN perpendiculairement à la 
génératrice commune OC. Lorsque les deux cônes primitifs 
lournent autour de leurs axes respectifs, les triangles KCM, 
NCI engendrent deux autres cônes, dont toutes les généra- 
trices viennent alternativement se placer suivant la direc- 
tion MCN. Il est donc visible que ces deux derniers cônes 

V'iQ. /,5. 




supplémentaires se conduisent mutuellement de la même 
manière que les deux secteurs circulaires qui sont leur déve- 
loppement. Ce principe étant rappelé, il suffira, dans les for- 
mules des engrenages plans, de remplacer les rayons primi- 
tifs r, r' par les nouveaux rayons CM = R et CN = R', qui sont 
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à la fois les génératrices des cônes supplémentaires el les 
rayons des secteurs circulaires servant de patrons pour le 
tracé des dents. On aura donc 

T„=.T,-.T,4(i-.i.) 

ou 

T„ = T.4-T.7r/f- + -^ 

'^ \m m' 

54. Cas d*une roue et d'une crémaillère, — Les considéra- 
tions qui précèdent peuvent être étendues à Tengrenage d'une 
roue et d'une crémaillère; car, les courbures étant en raison 
inverse des rayons de courbure, évidemment une crémaillère 
pourra être considérée comme une roue cylindrique, dont le 
rayon est infini; conséquemment 

I 

77-0, 

et par suite 

1 r '^ m 

55. Applications. — 1° Trouver le travail consommé, en une 
seconde, par le frottement des dents d'un engrenage établi 
dans les donditions suivantes : 

Effort exercé à la circonférence primitive. . . P = 35o^» 

Rayon de la roue conductrice ». r = o",3o 

Nombre de dents de cette roue m= i5o 

Nombre de dents de la seconde w= 60 

Coefficient du frottement /= 0,08 

Nombre de révolutions en une minute n =5o 



3o \m m' ) 



Remplaçant par les valeurs numériques, 



•r» 1 . 1 i_ /_• 

I 



3,i4Xo,3oX5oX 35oXo.o8 l ji__ _i_ 

3o \i5o 160 

S — 3*^8™, 23. 
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2** Trouver le travail absorbé par le frottement d'un engre^ 
nage, sachant que la roue conductrice doit transmettre une 
force nominale de 12 chevaux-vapeur et que les nombres de 
dents des roues sont respectivement 180 et 60. 

fz= 0^08, m = iSo, m' = 60. 
G = 9oox3.,4xo.o8(^ + ^), 

«. o / 060 -4- 180 

e = 9oox3,,4xo,o8^g^-^^, 



_ 900 X 3,i4 X 0,08 X 240 

10800 



9 



6 =5^»"», 024. 

3" Trouver le travail utile transmis par une machine de la 
force de 6 chevaux-vapeur^ les deux roues ay^ant respective- 
ment 108 et 24 dents. 



T„=T,-f-T.7r/f~-t--^Y 

•^ \m m'y 

rr T- . T ^ m-{- m' 



m m 



\ "^ m m I 



T,= 



m 



y, m -{- m 

i + 71/ 



T«=6X75 = 45o^«™, /=o,o8, /n=io8, m' ==2$. 

j, 450 

' o / o '08 -+- 24' 

, + 3,,4Xo,o8-g-^-^ 

I 5OI27 

T, = 444W-,35. 
Ainsi le travail consommé par le froiiemeni esi 

45o»^«"~ 444^«'»,35 = 5^*''', 65. 
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56. Équilibre de la vis sans fin. — Supposons que l'axe de 
la vis soii vertical [fig. 46) el rappelons que le filet est une 
surface engendrée par une horizontale qui s'appuie sur une 
hélice du cylindre primitif et sur l'axe de ce cylindre; de plus, 
que les dents de la roue sont des cylindres doni l'inclinaison 




des génératrices sur l'horizon est la même que celle des t3n- 
gentes à i'hélice et dont les bases sont les développantes de 
la circonférence primitive de la roue; que le contact d'une 
dent avec le filet a lieu sur la génératrice du cylindre primi- 
tif, tangente à la circonférence primitive de la roue. 

Désignons par 
F la puissance appliquée à une distance / de l'axe de la vis; 
p la pression exercée au point de contact du filet et de la deni 

en prise; 
k le pas de vis; 
/• le rayon primitif de la roue. 

En négligeant le frottement, si l'on se reporte à ce qui a été 
(lit sur l'équilibre de la vis à filets carrés, on aura 

E- A. 



DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV. 1^3 

Remarquons que la pression p, qui est la résistance dans 
la vis, fait ofQce de puissance pour la roue et, si nous suppo- 
sons que la résistance réelle P agisse à une distance /' de Taxe 
de celte roue, nous aurons encore 



P r 



Multipliant ces deux égalités membre à membre, 

Yp ht' F hV 

n = T ^^ n — T' 

Vp QL-Kir P 27r/r 

De là cette conclusion : 

Abstraction faite du frottement, la puissance est à la ré- 
sistance comme le produit du pas de la vis par le bras de levier 
de la résistance est au produit du rayon de la roue par la cir- 
conférence que tend à décrire le point d'application de la 
puissance. 

Pour tenir compte du frottement, appelons R le rayon du 
cylindre primitif de la vis et a l'angle qui mesure Tinclinaison 
de rhélice sur Thorizon, Considérons d*abord les forces qui 
agissent sur la vis. Le frottement étant égal à la pression nor- 
male exercée multipliée par le coefficient du frottement, si 
S représente la réaction perpendiculaire au plan tangent à la 
surface hélicoïde du filet et / le coefficient du frottement, 
celle résistance aura pour valeur S/. Ainsi, b étant le point 
de contact du filet de la vis et de la dent, nous aurons à éta- 
blir les conditions d'équilibre entre les trois forces suivantes 

1° F, force motrice appliquée dans un plan perpendiculaire 
à l'axe de la vis; 

2° S, réaction normale agissant au point de contact b; 

3° S/, frottement qui se manifeste sur le plan tangent à la 
surface hélicoïde et qui, par conséquent, a pour direction la 
tangente à Thélice au point b. 

Évidemment, pour que l'état d'équilibre entre ces trois 
forces puisse exister, la somme des moments de ces trois 
forces par rapport à l'axe de la vis doit être égale à zéro, ou. 



/ 
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en d'autres termes, le moment de la puissance F doit être 
égal à la somme des moments des résistances S, S/, 



Fig. 47. 




On sait que le moment d'une force de direction quelconque, 
par rapport à un axe, est égal au produit de la plus courte dis- 
lance de la direction de la force à Taxe par la projection de 
cette force sur un plan perpendiculaire à Taxe ou bien au mo- 
ment de la projection de cette force, par rapport au point où 
l'axe rencontre le plan qui lui est perpendiculaire. Or le plan 
langent à la surface hélicoïde au point b contenant la géné- 
ratrice de cette surface, qui est égale au rayon R, il s'ensuit 
que la direction de la réaction S, qui est perpendiculaire au 
plan tangent, le sera aussi au rayon du cylindre primitif pas- 
sant par le point b, et, par suite, ce rayon mesurera la plus 
courte dislance de la force S à Taxe de la vis. D'autre part, si 
l'on projette cette force sur un plan horizontal passant par le 
point 6, comme l'angle qu'elle forme avec la verticale est 
égal à l'angle a, qui mesure l'inclinaison de l'hélice, la pro- 
jection de S opposée à cet angle aura pour valeur 

Ssina, 
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et le moment, par rapport à Taxe, sera 

SsinaR. 

Pareillement, le frottement S/qui agit dans la direction de 
l'hélice étant projeté sur le même plan horizontal, sa projec- 
tion sera adjacente à Tangle a et sa valeur sera 

S/cosa. 

Son moment, par rapport à Taxe, sera donc exprimé par 

S/cosaR. 

La puissance ayant pour bras de levier /, on aura Téquation 
d'équilibre suivante : 

F/ == S sin aR -4- S/cosaR. 

£n second lieu, considérons les forces qui sollicitent la 
roue : elle doit aussi être en équilibre sous l'action des 
forces S, S/ et de la résistance P. Comme Taxe de cette roue 
est horizontal, si nous projetons les forces S et S/ sur un plan 
vertical perpendiculaire à cet axe, les projections, par les 
mêmes considérations que précédemment, auront pour va- 
leurs respectives 

Scosa et S/sina. 

Comme le point d'application est situé sur la circonférence 
primitive de la roue, les moments seront 

Scosar et S/sinar. 

La résistance P agissant à une distance /' de l'axe de la roue, 
son moment sera 

Conséquen[iment, la condition d'équilibre relative à la roue 
sera exprimée par l'équation 

Scosari=:S/sinar-+- P/', 

attendu que les deux forces S/sina et P/' agissent en sens 
contraire du mouvement que tend à produire la force Scosa. 
En transposant les termes, on obtient encore 

P/'= Scosar — S/sinar. 

Méc. D. — II. 10 
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Divisant, membre à membre, les deux équations que nous 
avons successivement obtenues, et considérant séparément 
la vis et la roue, on aura 

F/ _ Ssin«RH-S/cosgR 
P/' S cosar -- S/sinar 

Divisant par S le numérateur et le dénominateur du second 

membre, 

F/ _ R sîna-i-/cosa 

P? r cosa— /sina 

Déduisant de cette équation la valeur de la puissance F, on 

aura 

-, -, /'R sina-f-fcosa 

F = P • 

Ir cosa — /sina 

Divisant le numérateur et le dénominateur par cosa. 



F- 


sina fcosa 

■ ^ 

p /'R cosa cosa 


Ir cosa /sina 



cosa cosa 

ou 

p^pH^ tang:aH-/ 

Ir 1 — /tanga 

Désignant par cp Tangle du frottement, on aura, d'après ce 
qui a été dit plus haut, 

/mtangç; 
substituant, il viendra 

-, -.^R tanga -f- tango ^ ^ /'R , , 

Frr:P-7 ^-^ OU F == P -7- lang a -4- O . 

Ir I— tanga tang9 Ir '^^ ^ 

Cette relation montre que la puissance augmente avec le 
frottement et avec l'inclinaison de Thélice sur un plan per- 
pendiculaire à l'axe de la vis. Elle deviendra infinie si 

a -h o = 90® ou a -- go® — cp. 
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Pour que la transmission du mouvement, au moyen de la 
vis sans fin, ait lieu, il faut donc que l'inclinaison du filet de 
la vis n'atteigne pas cette limiie, dans l'hypothèse où la vis 
conduit la roue. 

Lorsque la roue conduit la vis, la résistance P devient puis- 
sance et la force F joue le rôle de résistance. De plus, comme 
le frottement agit en sens inverse, dans l'équation précédenie, 
il faut changer le signe de /; on aura donc 

p^p/^ tanga-/^ 
ir I -f-/langa 

Déduisant la valeur de P, il viendra 



P — vJL ^H-/tang« 
/'R tanea- /' ' 



tanga— / 

Remplaçant / par tangcp, 

p_p Jr^ T -f- tang 9 tangflg 
/'R tanga — tangcp 

Comme la cotangente est l'inverse de la tangente, on aura 
aussi 

P==F^cot(a-cp). 

Cette équation indique que la puissance croît avec le frotte- 
ment; car, si angle cp devient de plus en plus grand, la diffé- 
rence ce — ç devient de plus en plus petite et la cotangente 
augmente. Si angle(p= angles, 

COt(a— 9) r=ûO 

et, par suite, la force P est aussi inOnie. Ainsi, dans le cas où 
la roue doit conduire la vis, la transmission du mouvement 
n'est possible que si l'angle qui mesure l'inclinaison de l'hé- 
lice est plus grand que l'angle du frottement. 

On peut encore présenter ces équations sous une autre 
forme; car on sait que 

h 
langa= — =r« 
2TrR 



10. 
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introduisant celte valeur dans Texpression de F, on aura 

h 



F- 


/'R inK ' ^ 


M. — 


~ Ir h 



OU 

A-f-/.27rR 
/^R ~ 27rR /^R A-f>/.27rR 

Ir 27:^- f h ' "IF 27rR-/A ' 
2 7:R 

Quand la roue conduit la vis, 

^ r^ Ir 27rR -h fh 

I ::= r -5 • 

/;R A— /.27rR 

57. Remarque sur le frott^ 'les engrenages. — Les pre- 

mières recherches s" ^mmé par le frottement 

des engrenages co .v.s T. Poncelet. Cet illustre 

géomètre, ainsi que . avons rappelé, a d'abord traité le 

cas des engrenages c^^iindriques, dans Thypothèse où le con- 
tact des dents n'est pas très-étendu. Par des considérations 
purement géométriques, qui ramènent le tracé des engre- 
nages coniques à celui des engrenages plans, il a obtenu une 
formule fort simple, qui est l'expression du travail consommé 
par le frottement dans les engrenages coniques. En i835, 
M. Coriolis, envisageant la question sous le même point de 
vue, est parvenu à une formule qui ne diffère que par la forme 
de celle de M. Poncelet (*). 

Plus tard, M. Resal, embrassant la question dans toute sa 
généralité, par des méthodes de calcul fort rigoureuses, a 
obtenu des formules générales qui confirment l'exactitude 
des résultais obtenus par Poncelet et Coriolis. L'éminent 
professeur de l'École Polytechnique s'est d'abord occupé de 
la recherche du frottement des engrenages coniques, lorsque 
le contact des dents a lieu sur une étendue quelconque, abs- 



(*) Démonstration élémentaire de la formule de Coriolis, par Combes, ingé- 
nieur des Mines (^Journal do V École Polytechnique, XXIV® Cahier, i835. — 
Journal de M. Liouville, 1S57). 
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iraciion faîte du froilemenl occasionné parles pressions exer- 
cées sur les tourillons et les épaulennents des arbres; puis, en 
faisant varier l'angle formé parles axes des roues, il a déduit, 
comme vérification, la formule relative aux engrenages cylin- 
driques ("). 

58. Travail consommé par le frottement du bouton d'une 
manivelle. — Pour plus de simplicité, supposons la bielle in- 
finie, c'est-à-dire que, pendant le mouvement, elle conserve 
le parallélisme, ce qui est admissible lorsque sa longueur est 
relativement grande par rapport à la manivelle. 

Dans cette hypothèse, soient 

F l'effort constant moyen transmis sur le bouton; 

r le rayon de ce bouton; 

f le coefficient du frottement. 

Le frottement aura pour valeur 

F/. 

et, par suite, le travail consommé en une révolution sera ex- 
primé par la formule suivante : 

T = F/.27rr. 

Si Ton veut tenir compte des obliquités de la bielle, il faut 
chercher, graphiquement ou par le calcul, les grandeurs di- 
verses de l'effort transmis sur le bouton dans les différentes 
positions de la manivelle et estimer la valeur du frottement 
correspondant à ces différents points. A cet effet, on développe 
la circonférence du bouton, que Ton divise en un certain 
nombre de parties égales, et aux points de division on mène 
des perpendiculaires, représentant, à une échelle convenue, 
les intensités du frottement. En faisant passer une ligne con- 
tinue par les extrémités de ces ordonnées, on obtient une 
surface mixtiligne, dont Taire, évaluée parla méthode de qua- 
drature de Simpson, sera l'expression du travail absorbé par 
le frottement. 



I *) Mémoire sur le frottement des engrenantes conitfues et de la vis sans fin, 
par M. H. Resal, ingénieur des Mines {Journal de l'École Polytechnique , 
XXXni« Cahier, année f85o). 
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La formule peut aussi être appliquée au frollemenl des ex- 
centriques; mais, comme le travail consommé par le frotte- 
ment est directement proportionnel au rayon r et que celui 
des excentriques est très-grand, comparativement à la course 
des bielles qu'ils conduisent, il faut avoir soin, dans la con- 
struction des machines, de n'employer ces organes de trans- 
mission que pour des pièces offrant une faible résistance. 

m 

59. Application. — Trouver le travail consommé en une se- 
conde par le bouton de la manivelle d'une machine à vapeur 
à haute pression de la force de 4o chevaux, 

T = F/. 2 TT r. 

Si n est le nombre de révolutions du volant en une minute, 

on aura 

^ Yf.iTzrn 

60 

Force nominale (N = 40 chevaux- vapeur). N = Scoo^^" 

Rayon du bouton r = 0,04 

Coefficient du frottement /== 0,08 

Nombre de tours du volant /i = 28 

Vitesse moyenne du piston V,r= i ,26 

Comme la vitesse de l'extrémité de la bielle est la même 
que celle du piston, l'effort transmis sur le bouton sera ex- 
primé par 

Sooo^'em 

r r= -— z=z 2400*8. 

1 ,25 

Substituant à F cette valeur dans l'équation précédente, 



_ 2400 X 0,08 X 3,i4 X o,o4x 2X 28 
^^ ^o 



60. Frottement des courroies. — Quand on veut transfor- 
mer un mouvement circulaire continu en un mouvement de 
même nature et que les deux axes sont à une très-grande dis- 
tance l'un de l'autre, on monte sur ces axes des tambours ou 
des poulies, dont les circonférences sont embrassées par des 
chaînes, des cordes ou, plus généralement, par des courroies 
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sans fin, dont l'adhérence est suffisante pour transmettre des 
efforts considérables. Ordinairement les courroies sont en cuir 
plat; suivant la grandeur des efforts à transmettre, leur lar* 
geur varie de o"»,o2 à o™,38. 

Dans ce mode de transmission du mouvement, on appelle 
tension naturelle ou propre d'une courroie sans fin celle que 
reçoit chacun des brins pendant le repos des tambours, en 
vertu de Técartement des axes de rotation. 

Pour que les courroies soient établies dans de bonnes con- 
ditions, il faut : 

1° Qu'elles puissent supporter Teffort qu'elles doivent 
transmettre; 

2" Qu'elles adhèrent parfaitement sur le contour des tam- 
bours ou poulies; 

3° Que, lorsque ces courroies sont convenablement ten- 
dues, elles ne glissent point et transmettent le mouvement 
dans un rapport constant et inverse de celui des poulies. 

L'expérience a appris que, pour satisfaire à la première con- 
dition, il faut se garder de superposer deux courroies l'une à 
l'autre. Anciennement, on pratiquait des rainures sur le con- 
tour des poulies; mais cette disposition, que l'on a abandon- 
née, loin d'augmenter l'adhérence, ne contribuait qu'à la di- 
minuer. 

61, Principe de Poncelet. — Lorsque les deux tambours 
sont en repos, la tension T du brin conducteur est égale à la 
tension / du brin conduit. Pendant le mouvement, la tension T 
devient plus grande que la tension t. Il arrive même que la 
première tension est très-grande, tandis que la seconde est 
très-petite. Ainsi l'accroissement de tension du brin conduc- 
teur est égale à la diminution de tension du brin conduit. Ce 
fait, déduit de l'observation par M. Poncelet, a été confirmé 
plus tard par les expériences de M. Morin, à Metz; de là ré- 
suite que 

T -t- / = consi. 

Soient [fg. 48) 

t la tension du brin conduit; 

T la tension du brin conducteur; 
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R le rayon du tambour ; 

S Tare embrassé par la courroie. 

Fig. 48. 




tnonT 



Puisque, pendant le mouvemenl,la tension du brin conduc- 
teur est plus grande que la tension du brin conduit, les len« 
sions de la courroie croîtront de plus en plus, depuis le point 
de contact a du brin conduit jusqu'au point de contact i du 
brin conducteur. Supposons Tare embrassé divisé en un très- 
grand nombre de parties égales, telles que «6, 6(?,. . ., chaque 

S 
arc élémentaire aura pour valeur -• Désignant par /|, ^2, ^a».-. 

fil 

les tensions aux différents points de division, on aura 

Il est évident que l'accroissement de tension qui se produit 
d'un élément à celui qui suit est dû au frottement de la cour- 
roie sur cet élément; donc la tension en un point quelconque 
de Tare embrassé est égale à la tension au point qui précède 
augmentée du frottement. Appelons p la pression normale 
exercée sur le premier élément et / le coefficient du frotte- 
ment relatif aux surfaces en contact. On aura 

/. = / H- pf. 

Remarquons que, la pression/? étant la résultante des deux 
tensions /, /,, comme elles sont dirigées suivant deux tan- 
gentes à la circonférence du tambour, lesquelles, limitées 



DBUXIÈHB PARTIE. — CHAPITRE IV. I 53 

aux points de contact, sont égales, le parallélogramme des 
forces sera un losange, dont la diagonale mn représentera la 
pression/?, qui occasionne le frottement sur le premier élé- 
ment de l'arc embrassé. Les deux points a et b étant très-voi- 

g 

sins, la corde ab se confondra sensiblement avec Tare - 

n 

qu'elle sous-tend. Or, les deux triangles a/n/i, abo étant sem- 
blables, comme ayant les côtés perpendiculaires^ on aura la re- 
lation suivante : 

p am 

'ab~-"K' 
d'où 

abxam St 

Remplaçant p par cette valeur dans Texpression de /,, on a 

/i H \ /il;/ 

De même, on aura 

\ nl{ 
Substituant à /, sa valeur» 

et, pour les tensions exercées sur les éléments suivants. 



'—'(■-S) 






in OU T— / I -f- 



nix) 



Cette formule peut encore être mise sous la forme suivanio : 

/à 



'[(■ - m ■ 
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Le nombre n étant très-grand, l'expression ^ pourra être 
considérée comme égale à une autre expression t » dans la- 
quelle k tend vers Tinfîni ; par suite, si '^ = jy réciproque- 



ment 



Substituant, on aura 



En développant ( i + t ) pa^* ^a formule du binônfte de New- 
ton, il vient 

( 

L'Algèbre apprend que la limite de ( * -^ x) ^st la même 
que celle de la série 



'"^/rj -'"^ 1 A-"^ 1.2""*'"^ 1.2.3 k' 



i I I 

I -; 1 1 ;r -\ ^r-7 -+-... 4- 



I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 * 1.2.3.4.5. .,/r 

==: e zzr 2 , 7 1 828 ..... 

Cette quantité e est la base des logarithmes népériens. On 
aura donc 

d'cii 

fS 
logT = log/ H-^log^, 

logT^log/ -f V log2,7i828, 

K 

g 
IOgTr=rlOg/ +0,43429/-. 

Cest sous celte forme qu'est ordinairement présentée la 
tension du brin conducteur en fonction du brin conduit. 
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On peut encore parvenir au même résultat par une autre 
voie. 

£n effet, la tension de la courroie au point b étant égale à 
la tension / au poinl a, augmentée du frottement produit parla 
pression normale p, on a 

/, = / -f. fp. 

Or 

p = mn = 1 mu. 

Représentant par a Tangle au centre aob, comme l*angle mau 
est ég'*\ àTangle aom, à cause de la perpendicularité des cô- 
tés, il s'ensuit que Tangle mau est égal à l a. Du triangle rec- 
tangle amu on déduit 

mu = am s'in mau = t sïn~(x et 2mu ou p = 2tsin^c. 

Le frottement sera donc exprimé par 

fp = 2ts\niaf. 
Par suite, on aura 

ti = t -h 2/sinya/, /, = /[i -;- a/sinja). 

Désignant par C la corde ab de Tare élémeniaire, du triangle 
rectangle auo on déduit 

C G 

au ou - =Ks[ï)^(x, d'où sin^a = -,-« 

Substituant dans l'expression de ti, il viendra 

L'arc élémentaire pouvant être substitué à la corde et sa va- 

g 

leur en fonction de l'arc lolal étant -? on aura 

n 



(■ - û) 



relation déjà trouvée qui conduit à la formule 
Dans les raisonnements qui précèdent, nous avons admis 
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que la pression normale est égale à la résultante de deux 
forces égales à /, ce qui est permis, attendu que, les deux 
points a ei b étant très-voisins, la tension /, diffère peu de la 
tension /. En tenant compte de cette différence, on arrive à 
la même conclusion. Rappelons, à cet effet, un théorème qui 
a servi de base au principe des travaux élémentaires: 

La projection de la résultante de plusieurs forces situées dans 
un même plan sur un axe situé dans ce plan est égale à la 
somme des projections des composantes, 

Conséquemment, puisque la tension tt au point 6. est la ré- 
sultante du frottement et de la tension t, on peut rappliquer en 
projetant ces forces sur la corde ab. Désignant par arTexcès de 
la tension ti sur la tension /, on aura 

Les projections ub et au des forces / -f- ^ et / ont pour va- 
leurs 

ub= {t-\- x)cos^oCy au=z tcos^a. 

La pression normale p étant égale à mn ou mu -h un, du trian- 
gle mub on déduit 

mu=i /, sinya= (/ -f-^) sinya^ 
et du triangle bun 

nu = bnsmubn = tsin-^a; 
par suite 

mu -h nu ou /> = (/ -h x) sin^a -h /sin^a, 
et le frottement aura pour valeur 

pf:=f[t -+- x) sin^a -h/^sinla 

ou 

pf=zft sin|a -^fx sinja -\- ft sin^a. 

Comme le frottement a lieu suivant la tangente AB parallèle à 
la corde ab, la droite qui représente son intensité se projet- 
tera en vraie grandeur. On aura donc 

[t -\- x) cos^a^: / cosja -f-/f sin^af -f-/^sin|a +//sin^a, 
/cos-J-a-h^cos-a^ tcos\<x, -f- a/if siuya -i-/^ sin^a. 
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Supprimant le terme / cos|a commun aux deux membres, 

x{cos\a — /sinya) =^ ^ftsin^a, 



d'où 



2//sinja 



cosya —/sinya 



Divisant le numérateur et le dénominateur par cosya, il vien- 
dra 

^_ 2//tang|a 

I— /lang-;a' 

Comme l'angle a est très-petit et que le coefficient du froi- 
tement est toujours moindre que l'unité, on peut, au dénomi- 
nateur, négliger le terme /tangua. L'équation devient 

.r = 2// tangua. 

Si l'on considère le triangle rectangle uaoj on a 

C G 
«M ou - = I/o xtangya et langya=: •• 

et, puisque uo diffère peu du rayon R, on aura 

Par conséquent 

•' 2K -^ R 

L'arc élémentaire - étant sensiblement égal à la corde C, on 
aura aussi 

•^ /iR 
Introduisant cette valeur dans l'expression de /,, il vient 

^ S / /S\ 

•^ /iR \ /iR/ 

Au fond, celte manière d'envisager la question est la même 
que la précédente; car l'égalité des angles ubm^ ubn implique 
l'égalité des côtés du parallélogramme des forces, c'est à-dire 
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que les tensions aux points a ei b doivent être considérées 
comme très-approximalivemenl égales. 
En considérant la formule générale 

/s 



on voit que, pour une tension constante du brin conduit, la 

tension T du brin conducteur ne dépend pas seulement de la 

g 
grandeurabsolue de Tare embrassé S, mais du rapport ^r» c'est- 
à-dire du nombre de degrés que contient cet arc. On comprend 
dès lors l'inutilité d'augmenter le diamètre des tambours. 

Cette formule est relative au cas où la tension T, faisant 
office de puissance, doit être capable de vaincre la résistance t 
et le frottement quia lieu sur le tambour; mais, si au contraire, 
ce qui se présente fort souvent, la résistance / doit entraîner 
la puissance en modérant son action ou la neutraliser complè- 
tement, le frottement de la courroie ou de la corde sur le 
tambour agit conjointement avec la puissance. De l'équation 
précédente on déduit 

d'où 

10g/r-:IogT— '^^lOge, 

log/==logT-^log2, 71828, 

g 

l0g/r=l0gT — 0,43429/-. 

Le frottement des cordes sur des tambours est souvent uti- 
lisé, dans les arts et dans les usages de la vie, pour diminuer 
l'effort capable de soutenir un corps d'un poids considérable. 
C'est en vertu de ce principe que les tonneliers peuvent des- 
cendre un tonneau dans une cave le long d'un escalier d'une 
pente assez rapide. Ce tonneau étant placé sur un traîneau ou 
sur deux traverses formant un plan incliné dont la résistance 
atténue déjà l'action de la pesanteur, en enroulant le cordage 
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qui embrasse le tonneau sur deux pièces de bois de forme 
cylindrique appuyées à Texlérieur de la porte, la résistance 
produite par l'enroulement de la corde diminue considérable- 
ment Teffort que doivent exercer les deux hommes chargés de 
la manœuvre sur les brins du cordage. Il est évident, d'après 
la formule, que cet effort sera d'autant moindre que le nombre 
des enroulements autour des cylindres sera plus grand. 

Désignant par h l'exponentielle (e) ^ , on aura successive- 
ment dans chaque cas 

T 

h 

Des expériences de M. Morin il résulte que, suivant les 
circonstances, on doit attribuer au coefficient/les valeurs sui- 
vantes : 

0,47 pour des courroies à Télat ordinaire d'onctuosité sur des tambours 

en bois; 
o,5o pour des courroies neuves sur des tambours en bois; 
0,28 pour des courroies à l'état ordinaire d'onctuOsilé sur des poulies 

en fonte; 
o,38 pour des courroies humides sur des poulies en fonte; 
o,5o pour des cordes de chanvre sur des poulies ou tambours en bois. 

Le théorème que nous venons de démontrer, dû à M. de 
Prony, sera d'une application facile au moyen du tableau qui 
suit, contenant les différentes valeurs de /r, telles qu'elles se 
trouvent dans VÀide-Mémoire de Mécanique de M. Morin 
(4* édition, p. 272]. 
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DE l'exponentielle (<? 
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Courroies 




Cordes sur tambours 


à la 


Courroies 


& l'état ordinaire 


Courroies 


ou treuils en bois 


clrcoDfé- 


neuyes 
sur des 




1 


bumides 
sur 




s.^^-^ 


rence 


tamlMurs 


sur de» 


sur 


des poulies 






entière. 


en bois. 


tambours 


des poulies 


en fonte. 


bruts. 


polis. 






en bois. 


en fonte. 








0,2 


1,87 


1,80 


1,42 


1,61 


1,87 


i,5i 


0,3 


2,57 


2,43 


1,69 


2,o5 


2,57 


1,86 


0,4 


3,5i 


3,26 


2,02 


2,60 


3,5i 


2,39 


0,5 


4,81 


4,38 


2,4l 


3,3o 


4,81 


2,82 


0,6 


6,59 


5,88 


2,87 


4»i9 


6,58 


3,47 


o»7 


9,00 


7»90 


3,43 


5,32 


9»oi 


4»27 


0,8 


12,34 


10,63 


4»09 


6,75 


12,34 


5,20 


0,9 


16,90 


14,27 


4,87 


8,57 


16,90 


6,46 


i,o 


23,14 


19,16 


5,81 


10,89 


23,90 


7»95 


1,5 


// 


// 


// 


// 


III, 3i 


22,42 


2,0 


// 


// 


u 


// 


535,47 


63,23 


2,3 


// 


// 


// 


// 


2575,80 


178,52 



62. Applications. — i ° Quelle doit être la tension du brin con- 
ducteur d'une courroie en cuir qui embrasse la demi-circon- 
férence d'un tambour en bois de o'^,35 de rayon pour faire 
glisser le brin conduit soumis à une tension de 60 kilogrammes? 

T = t/f. 

D*après le tableau, k = ^,3S, 

Tz:=6ox4,38=: 262*^8,8. 

En appliquant la formule 



logT^log/ ^0,434^, 



on a 



logT=:log6o -f- 0,434 Xo,47 X 



3, f4 X 0,35 



0,35 



= 2,4'865, 



d'où 



ï =: 262^8,20. 



2° Trouver l'effort qu'il faut exercer pour soutenir un ton- 
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neau qui, en glissant sur un plan incliné, détermine sur chaque 
brin de la corde une tension de 3oo kilogrammes, en supposant 
que la corde fasse deux tours sur un cylindre fixe, à surface 
polie, de o"",o8 de rayon. 



/f 



D'après le tableau, 



/r=i: 63,23, ' — ^9~~2» ' = 4''S744 pour chaque brin. 

Pour les deux brins, on a 

4'^«, 744X2 ou 9''S480, 
En appliquant la formule 

log/=:logT~ 0,434/^, 

on a 

1^ 4 10 /o/ . 00 4x3>'4Xo,o8 

l0g/=:|0g3oO-- 0,^34X0,33 -î ^-t-^ !— , 

0,00 

log/ = log3oo — 0,434 X 0,33 X 4 X 3, i4, 

d'où 

' = 4'S75. 

Le coefficient du froliemeni, qui a servi à calculer l'exponen- 

lielle~-5a élé pris égal à o,33 d'après les indications de 

Poncelel pour le froliemeni des cordes sur des cylindres 

polis. 

63. Règles à suivre pour établir une transmission de mouve- 
ment au moyen de courroies. — Nous avons vu que la tension 
du brin conducteur est égale à la tension du brin conduit aug> 
meniée du frottement; par suite, la différence des tensions 
représente la force capable de vaincre cette résistance. La 
question se réduit donc à trouver ces deux tensions, ce qui 
fera connaître l'effort qui doit être transmis. 

Supposons, pour plus de simplicité, que les arbres sur les- 
quelssontmontéesles poulies 0, 0' soient horizonlaux et paral- 
lèles et que la résistance soit un poids P à soulever agissant 

2Iéc. D. — II. II 
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langenliellemenl à la circonférence d'un treuil. Nous ferons ob- 
server a priori que la différence des tensions doit être capable 
de vaincre non-seulement le frottement de la courroie sur la 
poulie, mais encore celui qui est occasionné sur les tourillons 
par la résistance utile, le poids du treuil et les deux tensions. 
Appelons [Jîg. 49) 

Fig. 49. 




T la tension du brin conducteur; 

t la tension du brin conduit; 

Ti la tension propre de la courroie, c'est-à-dire la tension 

commune aux deux brins quand les tambours sont à l'état 

de repos; 
R le rayon de la poulie 0; 
r le rayon du treuil; 
r' le rayon du tourillon; 
f le coefficient du frottement; 
P la résistance utile agissant verticalement; 
p le poids du treuil; 
a l'angle formé par les tensions avec l'horizontale 00'. 

Quand les deux poulies ou tambours sont en repos, la ten- 
sion primitive est la même pour les deux brins; mais, dès 
que la puissance commence à agir pour vaincre la résistance, 
d'après le principe posé par Poncelei, la tension T du brin 
conducteur augmente d'une quantité égale à celle dont le brin 
conduit diminue. Ainsi, si nous désignons par t^ la quantité 
dont la tension du brin aa' augmente et dont celle du brin bh' 
diminue, on aura 
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Ajoutant membre à membre, 

T-f- / 
T-h/ = 2T, et T,= ^^—^ 

2 

Désignant par S la pression normale exercée sur le tourillon, 
l'application du théorème des moments fournira Téquation 
d'équilibre suivante : 

(T-/)R=Pr4.S/r'. 

Pour trouver la valeur de S, décomposons la tension T en 
deux forces, Tune verticale ad, et l'autre ac horizontale. La 
prennière aura pour valeur 

adz=z Tsina/rrf=Tsina, 

et la seconde 

ac=^ Tcos h ac=z T cosa. 

Décomposant la tension / suivant les mêmes directions, les 
deux composantes seront exprimées par 

bd'= t sina, 
bc' =. tcoscc. 

Ainsi nous aurons deux groupes de forces, celles du pre- 
mier verticales et celles du second horizontales: 

(^; 

Forces verticales IL'. 

T sma, 



j 1 sma, 

( /sina; 



Forces horizontales • . j , 

( /cosa. 

La force Tsina agissant en sens contraire des autres forces 
verticales, la résultante X des forces du premier groupe sera 

X = P -+-/?H- / sina— T sina, 

X=zV -t- p — [T — t) s\na, 

et la résultante des forces du second groupe 

Y==Tcosa-i- /cosa := (T-4- /) cosa. 

II. 
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Comme les deux résultantes partielles X et Y sont rectan- 
gulaires, on aura, pour la valeur de la résultante générale S, 



. S= )/[? -h p— (T - t) sina]' -{- [T -h tycos'a, 

ou bien, en vertu du théorème de Poncelei sur les radicaux 
du second degré, 

S = o,96[P -f- p — (T — sina] + o,4(T -h /) cosa. 

Remplaçant S par cette valeur dans Téquation d'équilibre, 

(T-0R=P'-^-o,96/r'[P4-/i-(ï-0sin«]-i-o,4/r'(T-f- /) cosa. 

Évidemment cette équation est insuffisante pour trouver 

les valeurs de T et ^; mais comme, au moment du repos, les 

courroies ont une tension naturelle qui ne dépend, en aucune 

façon, de la grandeur des forces qui agissent sur les poulies, 

il sera facile, connaissant la tension primitive T, déterminée 

expérimentalement, de connaître la tension du brin conduit 

et celle du brin conducteur. 

Si de l'équation 

T-4-i = o.T, 

on lire successivement la valeur de t et de T, on aura 

Dans réquation générale d'équilibre, remplaçons d'abord ï par 
sa valeur 2T, — /, il viendra 

(2T|-2/)Rrz.Pr-^o,96/r'[P-f-/>-(2T.-20sina] +0,4/,' -^ï. cosa, 

2T.R-2m^Pr + o,96/r'P + o,96/r>~o,96/r'X2Ï.sina 

-+- 0,96/r' 2^sina -h 0,4/r'X 2T1 cosa; 

d'où 

2/R -+- 0,96/r'X 2f sina 
rrz2T.R-Pr--o,96/r'P-^o,96/r'/?+o,96/r'X2T,sina-~-o,4/r'X2T,cosa, 

il(R-\- 0,96//' sina) 

= 2T, [R-f-/r'(o,96sina — o,4cosa)] — 0,96/r' (P-i-/?) — Pr. 
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Divisant par i les deux membres de régalité» 

/(R-f-o,96/r'sina) 

= T, [R -f-/r' (o,g6sina — o,4cosa)] — 0,96/r' ^ ? 

d'où 

P -f- p Pr 

Ti[R-4-/r'(o,96sina — o,4cosa)] — 0,96/r' — ^— — 

R -+- 0,96/r'sina 

En second lieu, remplaçant dans la même équation t par sa 
valeur 2T, — T, en fonction de la tension propre de la cour- 
roie, on aura 

2T — 2T,)R = Pr 4- o,96/r'[P H- /? — (2T— 2T,) sina] H- 0,4/r' X aT.cosa, 
2TR — 2T, Rr= Pr 4- 0,96/r'P 4- Oycfifr'p — 0,96/r' X 2T sina 



OigS^'X 2T, sina-+-o,4/r'X :iT, cosa, 

2T(Rh- 0,96/r'sina) 
rrr 2T. R -h Pr-h o,96/r'P+o,96/r'/?-+-o,96/r'.2T, sinaH-o,4/r'. 2T. cosa, 

2T(R -+- 0,96/r' sina) 

= 2T.[R4-/r'(o,96sina-l-o,4cosa)]-f-o,96/r'(P+p)-l- Pr, 

T(R 4- 0,96/r' sina] 

P -h p Pr 

= T, lR 4-/r'( 0,96 sina 4- 0,4 cosa)] 4- 0,96/r' ^ H » 



P 4- p Pr 

T, [R 4-/r' ( o ,96 sin a 4- o ,4 cos a) ] 4- o ,96/r' ^ 4 



T = 



R 4- 0,96/r' sina 

Si les deux poulies ont le même rayon, 

sina=:o et cosa = i. 
Dans ce cas particulier, il vient 

T. ( R - 0,4/r') - 0,96/r' Ltf -. ^ 

R 

T. ( R -^ 0,4/r' ) 4- 0,96/r' ^ 4- ^ 

T^ -^ 

U 
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Lorsque les brins de la courroie forment entre eux un 
angle quelconque, il est facile de trouver les valeurs de sina 
etcosa. En effet, la distance des axes 00' étant une des don- 
nées de la question, ainsi que aa', si, par le point a, on mène 
au parallèlement à la ligne des centres, le triangle aa'u donne 
immédiatement 

aa = au cosa = 00' cosa ; 

d'où 

ac^ 
cosa =z r—- et a' M = aw sina = 00' sina, 

d'où 

m'u 



sina 



00' 

Ora'M = R — R': donc 

R-R' 

00' 



sma = 



Les formules qui servent à déterminer les tensions des 
deux brins, ainsi qu'on le voit, sont peu commodes pour les 
usages de la pratique. Par la méthode des approximations 
successives que nous avons déjà employée, on peut obtenir 
des valeurs fort approchées et toujours suffisantes. Négligeons 
d'abord le frottement dû aux tensions T, t. La pression nor- 
male, dans ce cas, aura pour valeur 

et, par suite, l'équation deviendra 

(T- /)R = Pr+(P + ;?)/r'; 

d'où 

Pr-l-(P-f-p)/r' 

R 

Nous avons trouvé plus haut que la tension T du brin con- 
ducteur est égale à la tension du brin conduit, augmentée du 
frottement de la courroie, 

-H 

If, comme nous l'avons dit, représentant (e)^ . 
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Par conséquent, 

T— /=://r- /= /(/r — i), 

Désignant par Q la différence T — / fournie par Téquation 
d'équilibre, on aura 

T-t = i(k-i)=Q, cVoù t=zj^ — 

Dans cette expression, Q représentant la valeur maxima 
que doit acquérir la différence des tensions pour vaincre la 
résistance ulile et le frottement exercé sur les tourillons, on 
augmentera encore cette valeur de -^^y précaution nécessaire 
dans le but d'enipècher le glissement de la courroie, si, pen- 
dant la marche de la machine, ce qui a lieu le plus souvent, 
la résistance éprouvait certaines variations. 

Pour trouver la tension du brin conducteur, remarquons 

que 

T r.. i -4 Q. 

Rennpiaçant / par sa valeur en fonction de Q, on aura 

h — ï ^ /i — I le — i 

De là on déduit, pour la valeur de la tension primitive, 

2 2 /r ~ I ' /r — I 

Les valeurs de T et / étant ainsi obtenues par première ap- 
proximation, si on les introduit dans Téquation générale de 
la pression S exercée sur les tourillons, la résolution de 
l'équation d'équilibre conduira à des valeurs plus approchées 
des tensions des deux brins; mais, dans la plupart des cas, on 
se contente de la première valeur approximative. Terreur 
commise étant d'ailleurs compensée par l'accroissement de yV 
donné à la tension du brin conduit. 

Généralement, dans une transmission de mouvement au 
moyen de courroies, on détermine a priori la quantité de tra- 
vail qui doit être communiquée à la circonférence du tam- 
bour. On en déduira l'effort Q ou la différence des tensions. 
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I 

en divisant ce travail par la vitesse à la circonférence exté- 
rieure. 

S'il s'agit, par exemple, d'une machine ayant une force no- 
minale de N chevaux-vapeur, V étant la vitesse à la circonfé- 
rence extérieure du tambour, on aura 

Lorsque la courroie s'enroule sur deux poulies ou tambours 
de diamètres différents, le calcul doit toujours être fait pour 
la poulie qui donne la plus grande valeur de la tension / du 
brin conduit, c'est-à-dire pour la plus petite. 

64. Application numérique. — Trouver la tension du brin con- 
(luit d'une courroie enroulée sur la demi-circonférence d'une 
poulie en fonte de o"*, 20 de rayon, sachant que l 'effort trans- 
mis à la circonférence extérieure est de 60 kilogrammes. 

t= , ^ /r = 2,4i, / = — yr-^ =Ai^i,55. 

fc — i ^ 2,41 — I ^ 

En augmentant de ^, d'après la règle indiquée, on aura 

/r=46>^8,8o5. 

Pour la tension du brin conducteur, il viendra 

T = 46,8o5 + 60 = loô^^sSoS. 

Enfin la tension primitive sera exprimée par 

rp T -f-- 1 A6,3o5 ■+- 106, 8o5 ^, ^ ^ 

1, r^ = ^^—^ z=z 75*^8,005. 

2 2 ' 

Si Ton emploie la formule générale 

t = — jg , S=:7:r et f =10^28, 

on a 

i^ 60 

2,718"' '^'•'*— 1 
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En calculant le terme 2,7i8<''=»x'''% on trouve 2,408, d'où 

60 , y n 

' = r-7-« — =42^61. 
2,400— I . 

65. Bouleaux de tension, — Les principes qui précèdent oni 
appris à déterminer la tension du brin conducteur, dans Thy- 
pothèse où les deux brins conserveni leur tension naturelle. 
II est aisé de comprendre que généralement il ne saurait en 
êlre ainsi et que le cuir quand il est neuf est plus tendu que 
lorsqu'il est vieux. D'autre pari, il est à remarquer que, par 
des temps humides, les courroies se détendent, de sorte que 
les personnes préposées à la conduite des machines sont obli- 
gées de les retendre fréquemment. Le moyen le plus simple, 
dans ce cas, consiste à faire usage de rouleaux de tension qui, 
en vertu de la pression qu'ils exercent sur les courroies, 
rendent constante la tension primitive. On voit a priori que ce 
but ne pourra être atteint qu'à la condition que le poids du 
rouleau aura été convenablement calculé, suivant la valeur 
donnée à la tension primitive des deux brins de la courroie. 
Proposons-nous donc de trouver le poids du rouleau capable 
de conserver celte tension, quelles qu'en soient les causes 
qui peuvent la modifier. 

Soient R, R' les rayons des tambours, le centre du rou- 
leau de pression, quand la tension naturelle T, n'a pas été 
altérée. Comme ce rouleau est mobile dans un sens, il est 
évident que, étant appuyé sur un des brins de la courroie, il 
descendra si elle fléchit. Soit 0' le centre du rouleau dans sa 
nouvelle position. Son poids P, qui agit verticalement, se dé- 
compose en deux autres forces, l'une Om = P' normale à la 
courroie, l'autre 0/i = F parallèle à sa direction. Cette der- 
nière force est détruite par la résistance du tourillon, qui em- 
pêche le rouleau de glisser sur la courroie. Nous n'aurons 
donc à considérer que la composante normale P'. Quand le 
rouleau vient occuper sa nouvelle position, le brin, directe- 
ment pressé, se bifurque et prend la forme a' 0''a ( fig, 5o). 
Or, le point d'application d'une force pouvant être transporté 
en un point quelconque de sa direction, celui de P sera en C, 
et partant celui de P' sera au même point. Alors, le rouleau 
étant en équilibre, les tensions exercées sur les brins «0", 
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a'O" seront égales à la tension naturelle Ti; car, si cela n'avait 
pas lieu, le rouleau descendrait jusqu'à ce que cette condi- 

Fig. 5o. 




lion fût réalisée. Ainsi la courroie est soumise à l'action des 
trois forces P', T,, T,, qui la maintiennent à Tétat d'équilibre 
relatif, ce qui exige que Tune d'elles soit égale et directement 
opposée à la résultante des deux autres. Appelant A l'angle 
formé parles deux brins «0", a'O" y le parallélogramme des 
forces fournira la relation suivante : 

P'2 z= T]-^J\-^ 2T, T, cos A, P'^ = 2TÎ -f- 2TÎ cos A. 

F^=2ÏÎ(i + cosA). 

Remplaçant i -4- cosA par sa valeur 2C0s*jA, 

P'^=r2T; 2COsHAr=4Tî cos'^A, 
d'où 

P' =z y/4ïj cos^i A , F =3 2T, COS^A. 

Faisons | A = a, il viendra 

P'= 2Ï, cosa. 

Présentement, désignons par (3 l'angle que forme la direc- 
tion de la courroie avec la ligne des centres supposée horizon- 
tale. Du triangle rectangle mOk on déduit immédiatement 

P'^PcosmOA-. 

Par le point m, menons l'horizontale mw, comme mk est 
parallèle à la direction de la courroie, angle umk=^Ç>, Or 
l'angle mOk est égal à l'angle umk, à cause de la perpendi- 
cularité des côtés; donc, en substituant, on aura 

F=r Pcos(3, 
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par suite 

P/2 m j» ^ ¥\ ^Ai C OS ce 
cosS = 2T, cosa, d ou P =:: j= — . 

^ cos(3 

Telle est Texpression approximative du poids du rouleau 
de tension. 
Dans cette formule, 

T, est la tension naturelle de la courroie; 

a la moitié de Tangle obtus formé par les deux brins de la 

courroie sur laquelle pèse le rouleau de tension, angle que 

Ton pourra se donner d'avance; 
(3 l'angle formé par la tangente commune aux deux tambours 

avec la ligne des centres. 

Dans la pose des courroies, si Ton a soin de leur donner 
une longueur telle qu'elle ne prenne au repos que par la flexion 
donnée a priori, on sera sûr que la tension du brin conducteur 
aura, avec une grande approximation, la valeur déterminée 
par le calcul. On pourra d'ailleurs se réserver la faculté d'aug- 
menter ou de diminuer l'action du poids du rouleau de ten- 
sion. 

Quand la disposition des tambours est telle que le rouleau 
de tension n'agit pas verticalement, par une combinaison de 
leviers, on dirige son action dans le sens qui convient, et l'on 
détermine la pression normale à la direction de la courroie, 
en faisant l'angle (3 = o; par suite cosp=:i, et la formule de- 
vient 

P = 3iT, cosa. 

« 

Le mécanisme des rouleaux de tension affecte des formes 
irès-diverses. Une des dispositions les plus employées con- 
siste en un levier à trois branches [Jig, 5i), mobile autour 
d'un axe 0. A l'une des branches AO est adapté le rouleau 
qui s'appuie sur la courroie, la deuxième branche OB est 
terminée par un contre-poids et la troisième OC, qui a la forme 
d'une manivelle, sert à manœuvrer l'appareil. Cette disposition 
permet d'utiliser les rouleaux de tension pour embrayer et 
débrayer. La longueur de la courroie ayant été réglée de ma- 
nière qu'elle oscille librement autour de la poulie, mais dans 
des limites peu étendues, quand la machine est «lise en 
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ivîdemmeni la poulie motrice tournera autour de 
ns entraîner la courroie et la poulie à conduire res- 




pos. Si, en agissant sur la manivelle, on fait tourner 
utour du centre de rolalion, jusqu'à ce que le rou- 
;nsion repose sur la courroie, la pression exercée 
ra une tension capable de produire le mouvemeni. 
>e, si on relève le rouleau, la courroie devenant 
Julie conduite cessera de participer au mouvemeul. 

'.gueur totale de lacourroîe. — Soient {^g. 5a) 
s centres des tambours embrassés par la courroie 

s rayons respectifs; 

nce des centres 00'; 

le chaque brin avec la ligne des centres; 

leur totale de la courroie. 




îible que celte longueur est égale à deux fois la tan- 
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gente commune, augmentée de la somme des arcs acb, a! dh' 
embrassés par la courroie sur les deux lambours. Il esi encore 
évident que Tare ach est plus grand qu'une demi-circonfé- 
rence, tandis que l'arc a! c' b' est moindre. Ainsi Ton aura 

L=r 2aa' -4- ach H- a' c'b'. 

Par le point a', menant a' d parallèlement à la ligne des 
centres, évidemment a'rf= 00'= D eiarf=R— R'. De plus, 
l'angle aa'd sera égal à Tangle que forme chaque brin de la 
courroie avec 00'. Du triangle rectangle aa'd on déduit im 
médiatement 

aa' = a' d — ad 
ou 

^'=:D2~(R-R')=^ et aa'=sj'^V-[\\-WY; 

d'où 

aaa' := 2 V'D2~.(R_R')2 , 

Menons les deux diamètres kk', mm' perpendiculaires à la 
ligne des centres et remarquons que, dans le tambour de 
rayon R, l'arc acb embrassé par la courroie est égal à la demi- 
circonférence kck' y augmentée de deux fois Tare ak. L'angle 
aOk étant égal à l'angle a, parce que leurs côtés sont perpen- 
diculaires, si nous désignons par a la valeur de cet angle en 
parties du rayon, on aura 

2a= 2rtR. 

On voit encore que l'arc embrassé par la courroie sur le 
tambour de rayon R' est égal à la demi-circonférence ma' m' , 
diminuée de deux fois l'arc a' m, et l'on aura aussi 

2a z=z 2aR', 
puisque l'angle a'O' m est aussi égal à l'angle a; donc 

acb -f- a' c'b' =: ttR -+- 2aR + ttK' — 2aW 

ou 

acb -h' a'c'b' = T:{Vi^R') -{- ia{R— \V); 

par suite 

2aa' -+- acb -h a' c b' 
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L=;r(R-i-R']+2\/D'-(â-R')' + 2<i(R — R'). 
Si la courroie est croisée, on trouve, par le marne raisonne- 
meni, 

L = -[R-+-R') + 2v/U'— (R + R'ï + 2a(R-i-R']. 

e a est nul, ce qui a lieu lorsque les deux poulies 
îme rajon, la formule devient 



l'angle a est très-petit, les deux rayons dilTèrent 
le l'autre ei l'on peut négliger R — R'. On a ainsi 

L = 7r(R + R']+9.D. 

■e«r(/«a(,'OHr/-oi€ï. — Des expériences de M. Morin, il 
e l'on peut faire supporter aux courroies des ten- 
•^',25 par millimètre carré de section, 11 sera donc 
ilculer leur largeur, connaissant l'épaisseur du cuir. 



jr de la courroie; 

^urdu cuir; 

! la seclion; 

>n maxima de la courroie, 
la courroie peut, en toute sécurité, supporter un 
de kilogramme par millimètre carré de section, il 

l que, pour 4 millimètres carrés, l'effort sera égal à 

ime. 

iéqueni 

A = 4xT'"""i. 



LxE = 4xT et L=^^^- 

emenl les lanières qui servent à faire les courroies 
8 millimètres d'épaisseur. 

Mémoire relatif à la largeur des courroies, M. La- 
it les observations suivantes. 
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I** La résistance à vaincre doit être inférieure à la force ca- 
pable de faire glisser la courroie sur la poulie; 

2° La tension ne doit jamais être telle qu'elle puisse étendre 
le cuir; 

3** La tension ne doit pas augmenter inutilement le frotte- 
ment des tourillons; 

4** La courroie doit être flexible, c'esl-à-dire qu'elle doit se 
ployer facilement dans toutes ses parties. 

Pour réaliser la quatrième condition, l'auteur du Mémoire 
conseille de rejeter le moyen anciennement employé, de su- 
perposer deux courroies et de les enduire, de temps à autre, 
de suif mêlé de saindoux, ce qui les rend plus flexibles et les 
empêche de se dessécher. 

Après ces considérations préliminaires, M. Laborde a posé 
les deux principes suivants : 

I® Les largeurs des courroies sont en raison directe des 
quantités de travail à transmettre, la vitesse étant la même; 

2'^ Les largeurs des courroies, pour un même travail trans- 
mis, sont en raison inverse des vitesses. 

Soient 

L, L' les largeurs de deux courroies; 
T, T' les quantités de travail; 
V, V les vitesses. 

On aura 

T 

£7 — Y' ' " ^" L, — L 7 —, • 

Y 

Cet ingénieur a déduit de l'expérience qu'une courroie de 
o™,o8i de largeur, ayant une tension ordinaire et marchant 
avec une vitesse de 162™, 5o par minute, peut, sans se défor- 
mer, transmettre un travail de i cheval-vapeur ou 75kilogram- 
mètres. Comme l'expérience de M. Laborde se rapporte à des 
poulies de même diamètre, auquel cas l'arc embrassé est égal 
à une demi-circonférence, il est évident que les résultats ob- 
tenus doivent être modifiés lorsque la courroie n'embrasse 
pas la moitié de la poulie, puisque sa tension n'est plus la 
même. 
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ir de la courroie éianl en raison directe de la ten- 
n conducteur sera aussi proportionnelle à celle du 
il. 

r de la courroie, quand l'arc embrassé esi égal à 

i-circonférence; 

jr relative à un arc qui n'est pas égal à une demi- 

■ence; 

1 du brin conduit dans le premier cas; 

n dans le second cas; 

i-circonférence; 

uelconque. 







L 1 
L' ~ i 


' 






,= 



?f-. 1 


Q 

/s 


J 


bsl 


luant. 


1 viendra 






L 


Q 


_._Q_ 




w^-. 



moyen de celte relation, il sera facile, connaissant 
;e la courroie qui embrasse la moitié d'une poulie, 

la largeur de la courroie qui n'embrasserait pas 
'une autre poulie de même vitesse à la circonfé- 
'ieure et transmettant la même puissance. 

poulies en fonte, lorsque l'arc embrassé est égal 
-circonférence, on aura 



d'où 



et 
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log(e) »^ = 0,28 X 3, i4i5x 0,434 
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/s ^ 

La valeur de [e)^ pour des arcs de grandeurs diverses 
étant données, on a pu calculer le rapport 



— I 



Zs 

Zlî 



1 ,4i 



/s; 



et, par suite, former un tableau qui simplifie le calcul de la 
largeur des courroies, d'après les principes posés par M. La- 
borde. 

Valeur 
de 

/l' 

3,36 

2,o4 

1,38 
1,00 
0,75 
o,58 
0,46 
o,36 
0,29 

Les constructeurs emploient un aulre procédé pour déter- 
miner la largeur des courroies. Éclairés par l'expérience, ils 
ont reconnu qu'il faut i5 décimètres carrés de courroie par 
force de cheval-vapeur. 

Ainsi, N étant la force nominale de la machine et S la sur- 
face de la courroie qui lui correspond, on aura 

S=:3N X o»"^, i5. 

« 

Comme cette surface est égale à la largeur de la courroie L, 
Méc. D. - n. 12 



P.apport 


Valeur 


de l'arc embrassé 


de 


à la 


/8' 


circonférence entière. 


(e)^'-i 


0,2 


0,42 


0,3 


0,69 


0,4 


1 ,02 


0,5 


1,41 


0,6 


1,87 


0,7 


2,43 


0,8 


3,09 


0,9 


3,87 


I ,00 


4,81 
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multipliée par la viiesse, il viendra, en appelant V la vitesse 

à la circonférence extérieure de la poulie, 

i.s^V=Nxo"'M5. d'où L = ^^-y-^-. 

■IONS. — 1" Trouver la largeur d'une courroie dont 
cteura une tension de 5o kilogrammes, sachant 
ir du cuir est égale à 6 millimètres et qu'il peut 
pffort de o^', 25 par millimètre carré ou de i /,/- 
■4 millimètres carrés. 

r, Lx6 = 4x5o. L = ^-^1^ = sa-». 

j/( être la largeur d 'une courroie qui doit trans- 
brce nominale de 8 chevaux-vapeur, sachant 
tsse la moitié de la poulie et que la viiesse à la 
extérieure est de 4 mètres? 

^8X75 = 000^', Q~~= iSo"', 

'-/,_,- A- - I 

ubieau, lorsque l'arc embrassé est égal à une 
îrence, on a 

-2,4'i d'où '= — r =r loG''', 

2,41 — 1 

tant de ^i, pour êlre sur que la courroie ne glis- 

i= 116", G. 

uent 

T = i So''' + 1 1 6"", e = 266"", G. 

ur du cuir est égale à 6 millimètres, on aura 

, 266,6x4 

L= ^ = .77-". 

ani la formule empirique des conslrucleurs, 

L=„,.5ÏÏ, 
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on a 

Lrz: 0,15- =3oo»»™. 

4 

La formule de M. Laborde conduit encore à un résultat 

différent, 

T' V 

V = L^, L = o-,o8i, 

T =r I cheval-vapeur, V = 162,50 par minute. 
Dans l'exemple que nous avons choisi, 

T' =1 8 chevaux-vapeur, 
V= 240™ par minute, 



d'où 



w / o & X 162,50 _ , ,_- 

L' = 0,081 7 -'-» L' = o",438. 

240 



Cet écart considérable a pour cause la faible épaisseur des 
courroies employées par M. Laborde dans ses expériences. 

3® Trouver la largeur de la courroie d'une machine de 
4 chevaux, sachant qu'elle embrasse les 0,4 de la petite pou- 
lie el que la vitesse à la circonférence extérieure est égale à 

6 mètres, 

N = 4 X 75— 300^8m^ 

^ 3oo ^ . Q 



6 "■ ' /r - 1 

La valeur de /r, relative à 0,4 de la circonférence, prise 
dans le tableau, est égale à 2,02. Donc 

5o , . 

2,02 — 1 ^^ 

En augmentant de ~, on a 

/ = 53^S 920, d*oii ï = 5o -f- 53 , 920 = i o3^S 920. 

Si le cuir a 5 millimètres d'épaisseur, 

L = •i?3i9Z^><i ^ 83-". 

5 

Si Ton veut déterminer la largeur de la courroie, en appli- 

12. 



i8o 
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quanl les principes posés par M. Laborde, on esi obligé de 
déterminer a priori la largeur, dans l'hypoihèse où l'arc em- 
brassé est égal à une demi-circonrérence. Nous avons trouvé 
plus haut 



fe}« 



L' = L- 



dernier tableau, quand l'arc embrassé est égal 
irconférence de la poulie. 



1,38: 



L' = Lxi,38 
4 X i62,5o 



= o-,.4r>. 



L':=o,i46x i,38 = o'",2o.. 

rie poids d'un rouleau capable de conserver ôt une 
ension naturelle sous un angle de 170 degrés, sa- 
résistance à vaincre à la circonférence de la pou- 
à 4o kilogrammes, que la ligne des centres est 
et que l'arc embrassé est les 0,4 de la circonfé- 



3ns par délenniner l'angle formé par chaque brin 




)ntale 00' [fig. 53). A cet elTei, menons la per- 
mO'm' à cette ligne et remarquons que l'angle 
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a'O'/n est égal à Tangle p, comme ayant les côlés perpendi- 
culaires. Or Tare embrassé étant les 0,4 de la circonférence 
vaut i44 degrés et sa moitié 72 degrés. Si donc on retranche 
72 de 90 degrés, le reste, 18 degrés, sera la mesure de l'angle 
a'O'm ou de son égal (3, 

Q 



t = 



k-i 



D*après le tableau, 
donc 



k= 2,02 : 



4o « . 

2,02 -»- I ^ 

et, en augmentant de ^, 

/ = 39 -+-3,9 =42,9, 
d'où 

T=r4o -+-42,9 = 82,9 et 2T, =^2yC)-^ 82,9 = i25^«, 8. 

Appliquant la formule trouvée, 

^ T, cosa ^ ^ Q COS85*» 

P = 2T, — ^9 P=i25.b ô;;î 

cos(3 cosi8° 

cos85**= 0,08716, cos 18° = 0,95106, 

O , 95 I OD 

69. Résistance au roulement, — La résistance au roulement 
est une résistance qui s'oppose au mouvement des corps cy- 
lindriques assujettis à rouler sur une surface plane ou plus 
généralement les uns sur les autres. 

Considérons un cylindre [fig* 54) assujetti à rouler sur 
un plan horizontal XX' et soumis à une pression P, due au 
poids du rouleau et d'une force extérieure quelconque. Évi- 
demment, en vertu de cette pression et de la compressibililé 
plus ou moins grande des substances en contact, les deux 
corps s'engageront Tun dans l'autre. Si l'on suppose une 
force motrice horizontale F, agissant tangentiellement à la cir- 
conférence du rouleau cylindrique, elle devra être capable de 
vaincre la résistance occasionnée par les aspérités de l'un des 
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corps s'cngageant dans les parties rentrantes de l'autre sur la 
partie cbd du côté où le mouvement a lieu. On possède peu 






d'expériences sur la résistance au roulement. Les premières 
sont dues à Coulomb. Ce physicien, dans ses recherches sur 
la roideur des cordes, fut amené à faire rouler des cylindres de 
bois de gaïac sur des surfaces planes en bois de chêne. Il re- 
connut que la force F capable de vaincre la résistance au rou- 
lement était : 

I** Proportionnelle à la pression exercée; 

2° En raison inverse du diamètre des rouleaux; 

3« Proportionnelle à un coefficient constant, dépendant de 
la nature du rouleau et du corps sur lequel s'opère le mouve- 
ment. 

M. Morin, par des expériences exécutées à Vincennes et au 
Conservatoire des Arts et Métiers, avec des cylindres de bois 
roulant sur du bois, du cuir, du plâtre, a confirmé les résul- 
tats de Coulomb; de plus, il a constaté que, pour des poids et 
des diamètres égaux, la résistance au roulement croît quand 
la largeur de la zone de contact diminue. 

Appelons 

F la force capable de vaincre la résistance qu'éprouve la cir- 
conférence du rouleau, de la part du corps sur lequel a lieu 
le roulement; 

P la pression normale exercée; 

A le coefficient de la résistance au roulement; 

D le diamètre du rouleau. 

On aura 

F = A "• 
D 
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On doit à M. Poncelel les valeurs suivantes de A, d'après la 
nature des substances : 

Rouleaux en bois d*orme ou de chêne. 
Sur un pavé uni A — 0,0074 

Rouleaux d'orme. 
Sur un plan horizontal en bols de chêne A = 0,00162 

Rouleaux de galac. 
Sur un plan horizontal en bois de chêne A = 0,00097 

Roues de voitures garnies de bandes de fer 
roulant sur une chaussée horizontale. 

En sable ou cailloutis nouvellement placés. ... A = o,o634 

En ennpierremenl, à Téiat ordinaire d'entretien. A =o,o4i4 
Chaussée pavée, à Tétat ordinaire d'entretien, 

(vitesse de o™, 8 à i mètre par seconde) .... A = 0,0.288 
Chaussée en carreaux (même vitesse que précé- 
demment) A = o,oi85 

En terre ferme et unie A =:o,oi85 

En empierrement et aussi roulante que les 

routes anglaises A = 0,0 i5o 

En madriers de chêne brut A =0,0102 

Roues en fonte sur ornières en fer horizontales. 

Plates et dans l'état habituel A = o,oo35 

Etroites et saillantes, dans l'état habituel A =0,0012 

Étroites, parfaitement entretenues et épousse- 

lées A ^ 0,0007 

Remarquons que, dans les machines, les organes assujettis 
à rouler sont liés à d'autres corps et que de leur contact ré- 
sulte le frottement de glissement, auprès duquel la résistance 
au roulement est très-petite. C'est ce qui explique pourquoi, 
dans les cas ordinaires de la pratique, on peut négliger cette 
résistance nuisible. 

Des expériences directes, faites par M. Morin, sur le tirage 
des voitures, ont fait connaître le rapport de l'effort de trac- 
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lion au poids de la ciiarge, y compris celui de la voilure. 
Dans les résullats obtenus^ il a lenu comple de loules les ré- 
sistances à vaincre, lelles que la résistance au roulement, le 
froiiemenl des essieux contre les boîtes, etc. Pour les voilures 
ordinaires, roulant sur des routes pavées, ce rapport, suivant 
la vitesse du véhicule et Tétai d'entretien de la voie, varie de 
o,25 à o,o3. Au grand trot, sa valeur est un peu plus du double 
qu'au pas, à cause des cahots des roues contre les obstacles 
inébranlables qui naissent des inégalités de la route. 
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70. Raideur des cordes. — Les cordes sont généralement 
formées de trois torons ou cordes plus minces, réunies en- 
semble par la torsion : les torons sont composés d'un certain 
nombre de ficelles ou brins qu'on appelle^/* de caret. 

La roideur d'une corde est la résistance qu'elle oppose à 
l'enroulement. Elle est évidemment égale à l'eflort qu'il faut 
développer pour l'appliquer sur un contour curviligne. 

Lorsqu'une cordf* s'enroule sur un cylindre et qu'elle est 
sollicitée, à Tune de ses extrémités, par un poids Q, qui dé- 
termine un effort de tension, et à l'autre par une puissance P 
[fig. ^5)y elle éprouve à se plier sur la circonférence une dif- 

Fig. 55. 




Acuité qui résulte de sa roideur. On observe que la partie de 
cette corde située du côté de la résistance s'écarte de la direc- 
tion propre de cette force, de sorte que son bras de levier est 
plus grand que le rayon du cylindre, augmenté du rayon de la 
corde. Au contraire, la partie qui correspond à la puissance 
conserve une direction qui se confond avec celle de cette 
force, attendu que le ressort de la corde tend plutôt à favori- 
ser l'enroulement qu'à l'empêcher. Le moment de la résis- 
tance sera donc augmenté d'une certaine quantité, provenant 
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de la résistance opposée à Tenroulement sur la circonférence 
du tambour. 

Appelant r le rayon du tambour, augmenté du rayon de la 
corde; a la quantité dont la corde s'éloigne du côlé de la ré- 
sistance, on aura 

Pr=Qr-f-Q«r=Q(r-f-a). 

Ainsi une partie de la puissance sera absorbée en pure 
perle par cette résistance nuisible. 

71. Expériences de Coulomb,— Les premières expériences 
25ur la roideur des cordes sont dues au physicien Amenions. 
Coulomb les reprit en 1781, avec Tappareil imaginé par son ' 
prédécesseur. Voici en quoi il consiste : A une poutre AA', 
disposée horizontalement [Jig. 56), sont adaptées deux pou- 

Fîfr. 56. 





lies fixes B, B', sur lesquelles s'enroule la corde soumise 
à l'expérience. Chaque brin, après s'être enroulé d'un tour 
sur un cylindre horizontal mobile CC, s'attache à l'un des 
crochets qui supportent un plateau DD' chargé de poids. La 
corde est disposée de manière que les tours de chaque brin 
qui enveloppe le rouleau soient symétriques. Sur ce rou- 
leau, et à égale distance des deux brins, s'enroule une ficelle 



Flg. 57. 
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usée, à Texirémiié de laquelle est aussi suspendu un plateau, 

que l'on peut charger d'un poids p, suffisant pour produire le 

mouvement du cylindre sur lui-même, en enroulant la partie 

inférieure du cordage et en déroulant la partie supérieure. 

P étant le poids du grand plateau et de sa charge, la tension 

p 
de chaque brin du cordage sera - • On voit aisément que, dans 

le mouvement du rouleau sur lui-même, le chemin parcouru 
par le poids moteur p est le double 
du chemin parcouru par un point de 
la circonférence du rouleau. Pour le 
démontrer, supposons que le rouleau 
ce, sous Taction du poids moteur p, 
soit descendu, d'un mouvement de 
transport, d'une quantité aa'. Évidem- 
ment, après ce déplacement, le point 
de contact de la circonférence du rou- 
leau et de la direction verticale de la 
ficelle doit être un point b de la po- 
siiion primitive, tel que Tare c'6=ac, 
ab'z=aa* [Jig* 57). Ainsi le poids p 
se sera déplacé d'une quantité fl«', en 
vertu du mouvement de transport du 
rouleau et d'une quantité cb = aa' par 
l'effet du déroulement de la ficelle. 
Par suite, le chemin réel parcouru 
par le poids p sera laa' et le travail 
accompli aura pour valeur 

pXiiaa' , 

Désignant par R, la roideur de chaque brin de corde, le tra- 
vail développé par les deux roideurs sera 




2R1 X aa! . 

Si le mouvement est très-lent, ou à peu près uniforme, on 
aura pour équation d'équilibre 



2R, X ûa' =/? X 2aa' ou R, = /?, 
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ce qui monire que la roideur de chaque brin, considérée 
comme résistance nuisible, a pour mesure le poids moteur 
capable de vaincre la résistance à Tenroulement du cordage 
sur le rouleau. 

A la suite de ses expériences, Coulomb a formulé la conclu- 
sion suivante : 

Pour une même corde, la roideur, c'est-à-dire la résistance 
à V enroulement, est en raison inverse du diamètre du tam- 
bour, 

Dési'gnant par Ri, R', les résistances relatives à deux tam- 
bours de diamètres D et D', on aura 

^' = ^', d'où R,xD=R'.xD'. 

Par conséquent, le produit du diamètre du tambour par la 
résistance à l'enroulement est une quantité constante, quelle 1 
que soit la valeur de ce diamètre, i 

Les calculs de M. Morin confirment l'exactitude de cette loi 
pour des cordes de o°*,o2 de diamètre s'enroulant sur des cy- 
lindres de tous les diamètres et montrent que les résultats 
obtenus avec une corde de o™, oi44 sont fort approxima- 
tifs; mais la loi cesse d'être vraie pour des cordes de o°',oo88. 
Toutefois comme, dans les applications de la pratique, les 
cordes ont généralement un diamètre supérieur à o™,oo88, 
on admet, sans restriction, que la roideur d'une corde \a- 
rie en raison inverse du diamètre du tambour. 

Coulomb est encore parvenu aux mêmes conséquences par 
un autre mode d'expérimentation. Sur un banc horizontal, 
formé de deux madriers parallèles, il plaçait alternativement 
des cylindres de diamètres différents, sur lesquels s'enroulait 
la corde expérimentée, aux extrémités de laquelle étaient sus- 
pendus des poids égaux. Une ficelle flexible, dont on pouvait 
négliger la roideur, enveloppait de plusieurs tours les cy- 
lindres et portait, à son extrémité, un plateau que l'on char- 
geait de poids en quantité suffisante pour produire un mou- 
vement très-lent des rouleaux sur le banc. La résistance au 
roulement ayant été préalablement déterminée, la différence 
entre le poids moteur et cette résistance faisait connaître la 
roideur de la corde soumise à l'expérience. 
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En résumé, les lois déduites de Texpérience par Coulomb 
peuvent, dans loule leur généralilé, être énoncées de la ma- 
nière suivante : 

!•* La raideur d'une corde est inversement proportionnelle 

au diamètre du rouleau ; 

2° Elle est sensiblement indépendante de la vitesse du mou- 
vement ; 

3° Son intensité peut être représentée par deux termes, l'un 
A constant pour chaque corde et chaque rouleau et qui se rap- 
porte à la roideur naturelle de la cordcj parce qu'il dépend du 
mode de fabrication de la corde y ainsi que du degré plus ou 
moinS' grand de torsion des fils dont elle se compose; l'autre 
proportionnel à la tension du brin qui s'enroule et que nous 
représenterons par BT, le facteur B étant aussi un nombre 
constant pour chaque corde et se rapportant à la tension du 
brin. 

D'après cela, si Ton considère un rouleau dont ie diamètre 

I)= i"», on aura 

R. = A H- BT, 

et, pour un rouleau d'un diamètre quelconque, 

A-f-BT 



R. 



î) 



Dans la discussion des expériences de Coulomb que nous 
avons rapportées, Navier admet que les constantes A et B va- 
rient proportionnellement à une certaine puissance du dia- 
mètre de la corde, de sorte que les coefficients A et B pren- 
nent la forme suivante : 

A == adv^, B = 6d^ 
On a donc 

Dans cette relation, l'exposant /ul dépend de l'état de la 
corde. 

Pour les cordes blanches ordinaires, f^ est compris entre 
I et 2. D'après cet expérimentateur, le nombre 2 convient 
aux cordes neuves, i, 5 aux cordes demi-usées et i aux cordes 
de faible grosseur et très-flexibles. 
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Quand il s'agit de cordes goudronnées, la puissance (/''(lu 
diamètre est remplacée par le nombre n de fils de caret. Dans 
ce cas, on a 

R.= ^^ (« + 6 T) = ^ [na -+- nbj). 

Ainsi Navier a pu, dans le tableau suivant, résumer les ex- 
périences de Coulomb. 

Tableau des poids nécessaires pour plier différentes cordes 
autour d'un arbre de 1 mètre de diamètre. 









VALErRS 


VALEURS 


INDICATION! DES CORDES 

et 

de leur grosseur. 


DIAMÈTRE 

des 
cordes d. 


POIDS 

des cordes 

par mètre 

de longueur. 


de 

d^azzA 

et 
na — A. 


de 

d^b = % 

et 
/i6 = B 


Cordes blanches de 


m 


k 


k 


k 


3o fils de caret . . 


0,0200 


0,2834 


0,223460 


0,0097382 


Cordes blanches de 










i5 fils de caret.. . 


0,0i44 


0,i448 


o,o635i4 


o,oo55i82 


Cordes blanches de 










6 fils de caret . . . 


o,oo88 


0,0522 


0,010604 


o,oo238o'| 


Cordes goudronnées 










de 3o fils 


0,0236 


0,3326 


0,349600 


o,oia55i4 


Cordes goudronnées 










de i5 fils 


o,oi68 


o,i632 


0, 10.5928 


0,0606920 


Cordes goudronnées 










de 6 fils.. . . j'. . . . 


0,0096 


0,0693 


0, 212080 


0,0025968 



72. Manière de se servir du tableau. — Pour trouver la 
roideur d'une corde donnée à l'aide de ce tableau, on choisit 
les nombres qui se rapporienl à la corde dont le diamètre d se 
rapproche le plus du diamètre d' de la corde dont il s'agit et 
Ton introduit dans la formule les valeurs de d^a et d^^b qui 
lui correspondent, en ayant soin de remplacer D et T par les 
nombres relatifs à la question proposée, ce qui revient, comme 
on le voit, à calculer la roideur de la corde du tableau, enrou- 
lée sur un tambour de même diamètre et soumis à une ten- 
sion T; on multiplie ensuite le résultat ainsi obtenu par le 
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rapport "t7=^ ( -7 1 9 d' représenlani le diamètre de la corde 
donnée. On a donc 

i d' \ ^ 
Pour les cordes goudronnées, à la place de ( -7 1 9 on met 

le rapport — du nombre de fils de caret des deux cordes. 
n 

M. Poncelet fait observer que, pour les cordes blanches 

mouillées de o",o2 et au-dessus, le terme d^a doit être le 

double de la valeur consignée dans le tableau. Pour les cordes 

goudronnées, la valeur de d^a augmente un peu lorsque la 

lempéralure est au-dessous de zéro; elle est un peu moindre 

pour les cordes qui viennent d'être pliées sur le tambour, ce 

qui prouve que, au bout d'un certain temps seulement, la roi- 

deur atteint sa limite, de sorte que, si une corde passe sur 

deux tambours consécutifs, la résistance à l'enroulement est 

un peu moindre que celle obtenue au moyen du tableau. On 

se réserve d'ailleurs la faculté de diminuer la roideur des 

cordes, en les imprégnant d'un corps gras ou en les frottant 

avec du savon. 

73. Observations critiques sur la formule de Piavier. — Dans 
Tinlerprétation mathématique des expériences de Coulomb, 
relatives à des cordes de différents diamètres, Navier a ad- 
mis, d'une manière absolue, que l'exposant // du diamètre dé- 
pendait de l'état des cordes; mais, comme le fait observer 
irès-judicieusement M. Morin, ce principe est inadmissible, 
car, dans le cas purement hypothétique d'une corde de i mètre 
de diamètre, la roideur serait la même, quel que fût l'état de 
la corde, puisque toutes les puissances de rf= i donneraient 
toujours l'unité. Ainsi la formule, telle qu'elle a été présentée 
par Navier, ne saurait être l'expression exacte de la roideur 
des cordes. 

74. Formules de M. Morin. — Reprenant la discussion des 
expériences de Coulomb, M. Morin a été conduit à penser 
qu'il était plus rationnel d'exprimer les coefficients A et B en 
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foncUon du nombre de fils de carel. Adoplanl les valeurs de 
A et B obtenues par Navier pour les différentes cordes expé- 
rimentées, M. Morin a posé, en principe, que le coefficient B 
est toujours proportionnel au nombre n de fils de caret et que 
le coefficient A est formé de deux termes, Tun proportionnel 
à n et Taulre au carré de n, A cet efifet, il a divisé les valeurs 
de A etB du tableau par le nombre n, pour en déduire les va- 
leurs relatives à un seul fil de carel, et la moyenne différen- 
tielle par fil de caret entre les trois cordes qui avaient servi 
aux expériences de Coulomb. 

Telle est Téconomie de la méthode qui a servi de base aux 
formules de M. Morin. 11 a ainsi trouvé : 

Cordes blanches ordinaires. 

A 

/i = 3o, rf = 0,200, A = 0,222460, --=0,00741^3, 

n :=: i5, d = o,oii4, A = o,o635i4, -— = 0,0042343, 

\ 

11 = 6, flf=: 0,0088, A ==0,0 10604, "~ =0,0017673. 

Pour trouver la moyenne différentielle par fil de caret, re- 
marquons que, la différence des nombres de fils de caret entre 
les deux premières cordes étant i5, la différence pour un seul 

fil de carel entre les deux valeurs de — relatives à ces deux 

n 

forces sera 

o,oo74i53 — 0,0042343 o,oo3i8io 

— r — ^!— = ^ = 0,000212. 

10 i5 

De même, la différence par fil de caret entre la deuxième et 
la troisième corde sera 

0,0042343 — o,ooin6n3 , 

— 1 3 Z ! L_i_ ^^ 0,0002'74I. 

9 

En comparant la première et la dernière, comme la diffé- 
rence des nombres de fils de caret est 24, on aura encore 

o,oo74i53 — 0,0017673 _«- 

— LZ — ! £_i_ = 0,0002353. 

24 
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Par conséquent, la moyenne différentielle par fil de caret 

sera 

, 0002 I 2 -t- O , 000274 1 -+- O , 0002353 - 

^ = 0,000241. 

M. Morin prend pour moyenne le nombre 0,000245. 

Ainsi, de ce qui précède, il résulte que, pour les besoins 
de la pratique, il a pu représenter les valeurs de A avec une 
approximation suffisante, au moyen de la formule 

A = /i[o, 0017673 -+- 0,000245 {n — 6)] 

ou 

A= n(o, 0002973 -♦-0,000245/1). 

La valeur de B étant considérée comme directement pro- 
portionnelle au nombre de fils de caret, on aura, pour les trois 
cordes, 

n = 3o, rf = 0,200, 6 = 0,009738, —=0,0003246, 

n= i5, rf = o,oi44> Burr o,oo55i8, — = 0,0003678, 

n 

n = 6, flf= 0,0088, B = o, 002380, —=0,0003967. 

La moyenne entre les différentes valeurs de — est 

o,ooo363o, d'où B=: o,ooo363/i. 
La roideur de la corde étant donnée par la relation 

R, = A-f-BT, 

on aura, en remplaçant A et B par leurs valeurs en fonction 
du nombre de fils de caret. 

Ri =: 11(0,000297 -+- 0,000245/1 H- o,ooo363T)''* ; 

et, comme cette résistance est en rayon inverse du diamètre 
du tambour, si ce diamètre est représenté par D, il viendra 

R,=: — (0,000297 -f- 0,000245/1 -h OjOOoSÔST)*"*. 
Méc. D. — II. i3 
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75. Cordes goudronnées, — En appliquant les mêmes prin- 
cipes aux cordes goudronnées, on a 

A B 

«=:3o, A = o, 34982, B = o,oi256o5, — = o,oii66o3, — :=ro,ooo4i8683, 

n n 

A B 

/iz=:i5, A=o,io6oo3, B = o,oo6o37, — = 0,0070662, —=0,000402466 

fit fh 

A B 

Aiz=6, A = 0,0212012, B=: 0,0025997, — = o,oo35335, -— =o,ooo433283, 

tlf iZr 

B 

Moyenne des diiférenies valeurs de — : 

o,ooo4i8i4, d'où B = o,ooo4i8i4/i. 

La valeur générale de A peut être exprimée par la formule 
suivante : 

A = n(o, 0014575 H- o,ooo346n). 

Ainsi, en remplaçant A et B par leurs valeurs, dans la for- 
mule générale qui exprime la roideur d'une corde, on aura 

B, = «(0,0014575 -h 0,000346/1 -h o,ooo4i8i4T)^8, 

si le diamètre du tambour est égal à i mètre et, pour un tam- 
bour de diamètre D, on aura 

B,= jr (0,0014575 H- 0,000346/1 -f- 0,0004 i8i4T)'^^ 

En employant ces formules, M. Morin a formé le tableau 
suivant, où sont consignées les valeurs de A et B relatives à 
des cordes de différents diamètres s'enroulant sur un tambour 
de I mètre de diamètre. 
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6 


m 
0,0089 


kg 
0, io6o38o 


0,002178 


m 
o,oio5 


kf 

0,071201 


0,002512992 


9 


0,0110 


0,0220207 


0,008267 


0,0129 


0,041143 


0,008769488 


12 


0,0127 


0,0888476 


0,004356 


0,0149 


0,067814 


0,00502598'» 


i5 


o,oi4i 


o,o59.')843 


0,005445 


0,0167 


0,097712 


0,006282480 


18 


0,0i55 


o,o8'i73i4 


0,006534 


o,oi83 


0,138889 


0,007538976 


21 


0,0168 


0,1142883 


0,007628 


0,0198 


0, 1 83 198 


0,008795472 
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0,0179 
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0,0211 
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0,010051968 
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0,0190 
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0,01 206 '1968 
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0,018831456 


36 


0,0220 


0,3282228 


0,018068 


0,0258 


o,5oo886 


0,015077952 
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0,0228 


0,384 "2897 


o,oi4i57 


0,0268 


0,583 108 


o,oi688'i48o 


4> 


0,0287 


0,4446666 


0,015246 


0,0279 


0,671559 


0,0175909,4 


45 


0,0246 


o,5o95o35 


0,01 6335 


0,0289 


0,766287 


0,018847440 


48 


0,0254 


0,5^8750'» 


0,017424 


0,0298 


0,867141 


0,020108986 


5i 


0,0261 


o,652'|073 


o,oi85i3 


0,0808 


0,974278 


0,021860482 


54 


0,0268 


0,7804742 


0,019602 


o,o3i6 


1,087641 


0,022616928 


57 


0,0276 


0,8129511 


0,020691 


0,0826 


1,207281 


0,028878424 


60 


0,0283 


0,8998880 


0,021780 


0,0884 


i,838o5o 


0,025129920 



76. Diamètre des cordes, — On oblieni le diamètre d'une 
corde, en fonction du nombre de fils de caret, au moyen des 
deux formules empiriques suivantes : 

I*» Pour les cordes blanches et sèches, 



d = y^o,i33b/i. 
2'» Pour les cordes goudronnées, 



d = ^0,186// . 

La valeur de û^esl exprimée en centimètres. 

77. Résistance des cordes à la rupture. — Des expériences 
de Duhamel sur la force des cordages il résulte que, pour les 

i3. 
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cordes blanches, la résistance esiproporiionnelle au carré du 
diamètre, mais qu'elle croît dans un rapport un peu plus grand 
que leur poids, sous Tunilé de longueur, et que le nombre de 
fils de caret dont elles se composent. Navier estime qu'une 
corde de 8 centimètres de circonférence peut se rompre sous 
un effort de traction qui varie de 2000 à 3ooo kilogrammes. 
Le diamètre d'une circonférence de 8 centimètres étant égal à 
2% 54, on aura, en vertu de la loi établie expérimentalement 
par Duhamel, 

25oo (2,54)^ ., ^ ^ 25oo , - , 

et, en fonction de la circonférence, 

Q r=4o,5c'. 

Celte valeur peut varier de j, en plus ou en moins, suivant 
la qualité du chanvre et le mode de fabrication des cordes. 

D'après Coulomb, les cordes blanches ne doivent jamais 
être chargées au delà de 4^ kilogrammes par fil de caret, 
quoique généralement elles puissent, sans se rompre, sup- 
porter un effort qui varie de 5o à 60 kilogrammes. La résis- 
tance des cordes goudronnées est approximativement égale 
aux I ou aux | de celle des cordes blanches, pour le même 
nombre de fils de caret. Quant aux cordes mouillées, à dia- 
mètre égal, leur résistance n'est à peu près que le {■ de celle 
des cordes sèches. 

Rondelet, dans son Traité de VÂrt de bâtira mesure la ré- 
sistance à la rupture d'une corde par le nombre de fils de ca- 
ret dont elle se compose et par la charge que peut supporter 
l'un de ces fils. Partant de cette hypothèse, que chaque fil a 
un diamètre égal à 2 millimètres, connaissant la grosseur de 
la corde, il en déduit le nombre de fils de caret qui convient 
à celte grosseur. Multipliant le nombre ainsi obtenu par la 
résistance d'un seul fil, on obtient la résistance totale. Ses 
expériences ont appris que la résistance d'un fil de 2 milli- 
mètres de diamètre diminue quand la grosseur de la corde 
augmente. Pour les cordes dont le diamètre est inférieur à 
27 millimètres, celle résistance est égale à 7^», 800; lorsque le 
diamètre est compris entre 27 et 54 millimètres, elle est de 



i 
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7''«,2oo ei 7 kilogrammes seulement pour les diamètres compris 
enire 54 et 81 millimètres. Enfin, pour clore cette série de ren- 
seignements pratiques, nous ajouterons que la rupture des 
cordes a lieu de préférence aux points d'attache ou d'enroule- 
ment et aux nœuds. Au bout de quelques heures, elles se 
rompent sous des efforts inférieurs à ceux qu'elles ont sup- 
portés pendant quelques minutes. Avant la rupture, ordinai- 
rement elles s'allongent. 

78. Poids de cordages. — Il est souvent utile de connaître 
le poids d'une corde en fonction du diamètre ou de la circon- 
férence. M. Hubert, ingénieur des constructions navales, a 
donné la règle suivante : 

Le \ du carré de la circonférence exprimé en pouces re- 
présente en livres le poids d'une brasse de 5 pieds de longueur 
de la corde. 

D'après cette donnée pratique, si Ton désigne par c la cir- 
conférence de la corde, exprimée en centimètres, le poids P 
de I mètre courant de corde sera exprimé parla formule sui- 
vante : 

P=: 0,008260'^*. 

79. Équilibre de la poulie fixe, en tenant compte de la 
raideur de la corde,— Conservons les notations adoptées dans 
le cas où Ion a tenu compte seulement de la résistance active 
et du frottement sur Taxe. Soient 

P la puissance ; 
Q la résistance utile; 

a l'angle formé par chaque brin avec la direction de la pres- 
sion normale; 
R le rayon de la poulie; 
r le rayon du tourillon; 
r' le rayon de la corde; 
S la pression normale. 

Considérant le centre de la poulie comme point des mo- 
ments et remarquant que le bras de levier de la roideur de la 
corde est égal à R, on aura, abstraction faite du poids de la 
poulie, 

PR = QR + A^^BQ R + Sfr. 
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Pour avoir la pression normale, décomposons les forces P 
ei 0, chacune en deux autres parallèles ei perpendiculaires 
à OA [fig. i5) ; on aura 

Forces parallèles | ^ * 

' ( Qcosa; 

V2 sîna. 
Résullanle des forces parallèles, 

X=: Pcosa 4- Q cosa — cosa(P + Q). 

Résullanle des forces perpendiculaires, 

Y= Psina — Q sina = sina(P — Q); 

d'où 

S' 1= ( P -f- Q)' cos'a -h (P — Q)' sin'a, 

et 

S = v^( P -f- Q )' cos'a + ( P — Q )' sin^a . 

Par conséquent, 

PR = QR 4- ^1^-- R -f-/rv/(P -r- Q)»cos^a -4- (p _ Q)^ sin^a, 
ou 



PR = QR 4- ^ ( A 4- BQ) 4-/rv^(P 4- Q)^ cos^a 4- (P— Qj^siu^a. 

Pour le calcul du radical, appliquant le théorème d'Algèbre 
de Poncelel, on aura 

S = o,96(P4-Q)cosa4-o,4(P~Q)sina, 
et 

S/r= o,96/r(P 4- Q) cosa 4- o,4/r(P — Q) sina, 

S/r = o,96P/rcosa -t-o,960//*cosa4- o,4lV''S»"«~<^>40y''sina. 

£n substituant, Téqualion d'équilibre deviendra 
PR = QR4-5(A-hBQ)-i-o,96P/rcosa-h-o,96Q/rcosa-ho,4P/rsina~o,40/rsina 

Faisant passer dans le premier membre les lermes du se- 
cond renfermant le facteur P, 

PR -o,96P//-cosa— o,4P/rsina = 0R-H7(A -I- BQ) -4- o,960//cosa — 0,40/rsini 
P[R—//' (0,96 cosa -h 0,4 sina)] = QR-i-^(A-H BQ)-f- Q//(o,96cosa — 0,4 sina), 
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d'où 

p_ QR 4-i(A4-BQ)-t-Q/r(o,96cosa — o,4sin«) 

R — /r(o,g6cosa + o,4sin«) 

Lorsque les cordons sont parallèles, la pression sur l'axe S 
éianl égale à P + Q, on a 

PR == QR + ^^^R -+-/r(P + Q), 

ou 

PR = QR + HA -H BQ) + P/r-H Q/r, 

PR- P/r = QR + i(A-+- BQ) -t-Q/r, 

P(R-/r)=.QR-<-i(A + BQ)+Q/r; 

d'où 

Q(R + fr)-t-|(A+BQ) 

R-/r 

80. Application NUMÉRIQUE. — Trouver la valeur de la puis- 
sance dans les conditions suivantes : 

Résistance utile Q = Goo*'», 

Diamètre de la poulie D = o'",4o, 

Diamètre de la corde d ==1-0,028, 

Angle a = 60°, 

Rayon du tourillon r — o"*,©!, 

Coefficient du frottement. / = o™, 08. 

Le rayon de la poulie étant 0,20 et celui de la corde 0,014, 
la valeur de R qui doit être introduite dans la formule est 
égale à 0,20 -f- 0,014 ou 0,214. 

D'après le tableau de M. Morin, pour une corde de o'",o28 

de diamètre, 

A = 0,899838, B =10,02178, 

p _ 600.0,9.14 -HJ(o,899838-ho, 02178.600)7^600.0,08.0,01(0,9600860° — o,4sin6o°) 

0,214 — 0,08.0,01 (o,96cos6o°— o,4sin6o°) 

sin6o° = 0,8660 3, cos6o° = o,5oooo, 

p_ 600.0,214 -4-7(0,899838-1- 0,02178. 6oo)-i-6oo. 0,08. 0,01(0,96.0, 5— 0,4.0, 866o3) 

0,214 — 0,08.0,01(0,96.0,5 — 0,4.0,86603) 

P = 636^«. 

81. Équilibre de la poulie mobile, en tenant compte de la 
roideurde la corde. — La théorie que nous avons donnée de la 
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poulie mobile elles résultats auxquels nous avons été conduit 
ne sont pas d'une rigueur absolue. Nous avons explicitement 
admis que les deux cordons formaient des angles égaux avec 
la verticale. Il n'en est jamais ainsi; car, si nous considérons 
l'équation d'équilibre dans la simple hypothèse que le frotte- 
ment est la seule résistance nuisible à vaincre, 

PR=.TR-fQ/r ou P = T + ^, 

nous voyons que la valeur de P est supérieure à celle de T. 
Conséquemment, lorsque la puissance P agit pour vaincre la 
résistance active et le frottement, l'angle formé par la direc- 
tion de la puissance avec la verticale doit être moindre que 
celui de la tension T avec la même droite; a fortiori, cette 
inégalité des angles doit-elle avoir lieu si l'on fait intervenir 
la roideur de la corde. Soient a et ^ les angles formés respec- 
tivement par les directions de la puissance P et de la ten- 
sion T; p le poids de la poulie {Jig. i6) (•). 

Décomposons chacune de ces forces en deux autres verti- 
cales et horizontales. 

Les composantes horizontales seront exprimées par 

Psina et Tsinj3. 

Gomme elles doivent se neutraliser, nous aurons 

P sina — Tsinj3 = o. 

La poulie étant en équilibre, évidemment la résultante des 
composantes verticales Pcosa et Tcos^, qui est égale à leur 
somme, doit être directement opposée à la charge Q, aug- 
mentée du poids/? de la poulie. On aura donc 

P cos a + T cos(3 = Q -H /?. 

L'arc embrassé par la corde sur la circonférence de la pou- 
lie étant une des données, la somme a -f- (3 des angles formés 
par les deux brins sera connue. Il reste donc à chercher leur 
différence, ce qui fera connaître facilement la valeur de cha- 
cun d'eux. 



(*) Quand on fait intervenir la roideur de la corde, l'angle AOC de la figure 
ost l'angle /3 dont il est question. 
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A cel effet, des deux équations que nous avons établies par 
la décomposition des forces P et T, déduisons les valeurs de 
ces forces en fonction des angles a et (3. 

En considérant l'équation 

P sina — T sin(3 = o, 
on obtient 

sina sinp 

Dans réquation 

P cosa -h T cosp = Q -h /?, 

remplaçant P et T par ces valeurs, on aura 

-. PsinacosS ^, 

1° PcOSaH r— ;5 ^ = Q -h O, 

sin(3 >^ /- 

Faisant disparaître le dénominateur, 

P cosasin(3-f- Psinacos^^ (Q -+-;>) sin (3, 
P(cosasin(3-f- sinacosj3) = (Q -H/?)sin(3, 
Psin(a-4-(3) = (Q-+-p)sinp, 
d'où 





p (Q+/>)sinp 




sin(a -+- (3) 


2" 


Tsinôcosa rr o rw 

^- h T cosû _ Q -+- « , 

sma r ^ r 


OU 






T sin^cosa-h Tcos[3sina — [Q -^ p) sina, 




T (sin(3 cosa-+- cosj3sina) (Q + /^) sina, 




ïsin(a + (3) — (Q+;?)sinp, 


d'où 






{Q-hp)s\na 




. sin(a-f-p) 



Présentement, considérons Téquation d'équilibre, en tenant 
compte du frottement et de la roideur de la corde, 



ou 



PR: 


-TR + 


A + BT 

2R 


+ Qfr, 


PR 


-TR + 


i(A + BT) 


^Qfr. 
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La substitution des valeurs de P et T dans cette équation 
conduira à une nouvelle équation, qui servira à trouver les 
angles a et (3. 

On aura 

.^ . sinô _ .^ . sina ,, T, H(Oh- /#)sina'| .^^ 

(^ ^ /*) sïïïi^ ^ = (Q + /') ^ïi^i^T^ « + -' L'^ -^ Ti^ (^-^ J +<^/^ 

f^ . sin(3 „ ,^ . sina .. , ^ îB(Q -+-/Osina , ^^ 

* 

Divisant les deux membres de Téqualion par (Q-h/>)U, il 
viendra 

sin(3 — sina {-\ j Bsina Qfr 

sin(a + p) "sin(a + (3) "^R(Q-f-/^) "^ Rsin(a-f-(3) "^ K{Q-\-p)' 
smp __ sina / \W\ , |A + Q/r 



sin(a-+-(3) sin(a4-P) \ U J l\{Q-hp] 

Telle est la relation entre les angles a et (3 des deux brins 
de la corde avec la verticale (•). 

Ces angles étant connus, on trouvera la valeur de la puis- 
sance P et de la tension T, au moyen des deux équations déjà 
obtenues, 

^ f^ . sin6 
^ ' ^ sm(a -i- p) 

sina 



'^^"^'Q+P) sin(a + P) 



La valeur de la puissance P peut encore être prércntéo 
sous une autre forme. En effet, de l'équation 

P cosa H- T cos (3 = Q -I- /?, 

tirons la valeur de T ; on aura 

r (0 + /^) — Pcosa 
1 = ô • 

cosp 
Remplaçant T par cette expression dans l'équation d*équl- 



(•) Elle indique que sin/3 surpasse sina d'une quantité très-petite. Consé- 
quemment, dans les applications, on peut, sans erreur sensible, dire que les 
deux angles ce et /3 sont égaux. 
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libre, il viendra 

PR:^ (Q+/^)R PR^Q^« , «A , i«(Q^P) iBPcosa ^ . 
cosp cosp ^ cosp cosg 

Faisant disparaître le dénominateur cos^, 

PRcosp = (0-+-;?)R — PRcosa -+- ^A cosp -+- iB(Q -+-;?) — ^ BP cosa -nQ/rcosp. 

Faisant passer dans le premier membre toutes les quantités 
renfermant F, 

PRcosp -h PR cosa -h -^BP cosa = (Q -h //)R -f- 1 B(Q -f- /^) h- ^ A cosp -+- Q/r cosp, 
P[R(cosa-hcosp)-4-iBcosa] = (Q-^•/^)(R^-|B)-f-cos6(Q/r-h jA); 

d'où Ton déduit 

p ^ (0 -f- ;.) (R -f- jB) + cosp(Q/r + ^ A) 
K(cosa -f- cosp) -4-7B cosa 

Si nous supposons les deux brins de la corde verticaux, ce 
qui a lieu fort souvent, 

j cosa = I, cos(3 = I, 

d'où 

p_ (Q + />)(R+iBl+Q/r4-iA 

2 R + ^ B 

I On peut facilement obtenir la tension T de la corde; car, les 

angles a et p étant très-petits, les deux premières équations 
d'équilibre peuvent être remplacées par 

Pa — ï(3r^o et P + T=zrQ-{-/>; 

d'où Ton tire 

T=(Q-4-/?)-P. 

Substituant à P sa valeur, on aura 

Réduisant au même dénominateur, 

,._ 2R(Q4-/>)-f-iB(Q + p ) -(Q + />)(R-f-iB)-iA-Q/r 

2R + iB 
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Menant Q -t- /? en facteur commun, 

T _ (Q + /;)(?.K-i-|B-K - iB)-iA-Q /;' 

2R4-IB ' 

ou 

R(Q + />)-iA-Q/r 

2R-hiB 

Dans la pratique, comme nous Tavons fait observer, on con- 
sidère comme égaux les angles a el (3 formés par les deux 
brins de la corde avec la verticale. Considérée sous ce point de 
vue, la question peut être traitée d'une manière bien simple, 
ainsi que nous Tavons fait dans l'hypothèse où Ton ne lient 
compte que du frottement sur l'axe. 

Soient 

P la charge augmentée du poids de la poulie; 
R le rayon considéré au milieu du diamètre de la corde; 
r le rayon du tourillon ; 
/ lecoefQcient du frottement; 

C la sous-tendante de Tare embrassé par la corde sur la gorge 
de la poulie. 

Nous aurons, en appliquant le principe des moments, 

A -i- RT 
PR = TR -+- Q/r+ \Z R. 

•^ 2R 

Par approximation, on a trouvé 

Divisant les deux membres par R et introduisant dans Té- 
quation celte valeur approchée de T, on aura 

p_QB_^Q./>:^iA iBQ 
CRRC 

Mettant Q en facteur commun, 

n c^i^ f^ tB\ i\ 
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Qand les deux brins de la corde sont parallèles, c 
l'on a 



20 5 

2R et 







y K 



fr , B 



4R 



H- 



R 



82. Condition d'équilibre du treuil différentiel, en tenant 
compte du frottement et de la roideur de la corde, — Le treuil 
différentiel, que Ton nomme aussi chèvre de Lombard, est un 
appareil dont l'invention, d'après les Anglais, est due aux 
Chinois. De temps immémorial, il est employé dans l'Inde et 
en Chine pour élever l'eau des puits. Il consiste en deux cy- 
lindres A, B (Jig' 58) de même axe, mais de rayons diffé- 
rents, reposant, au moyen de tourillons, sur deux supports. 
La corde, attachée par ses deux extrémités à la surface des 
deux cylindres, s'enroule dans un sens sur le premier et en 

Fig. 58. 





sens contraire sur le second, d'où résulte que, lorsque le sys- 
tème tourne autour de son axe, qui est horizontal, l'un des 
brins s'enroule, tandis que l'autre se déroule. Elle soutient 
une poulie mobile 0, à la chape de laquelle est suspendu le 
poids que l'on veut élever. Enfin la force motrice P agit tan- 
gentiellement à la circonférence d'une roue ou à Texlrémité 
d'une manivelle. 
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Pour établir les conditions d'équilibre, nommons 

P la puissance; 

Q la résistance active; 

P' le poids de l'arbre du treuil; 

p le poids de la poulie mobile; 

R le rayon du grand cylindre; 

R' le rayon du petit cylindre; 

r' le rayon des tourillons; 

r le rayon de la poulie mobile; 

T la tension du brin de corde s'enroulant sur le grand cy- 
lindre; 

T' la tension du brin de corde qui correspond sur le petit cy- 
lindre; 

a l'angle formé par la direction de la puissance avec la verti- 
cale; 

/ le bras de levier de la puissance P, c'est-à-dire le rayon de 
la circonférence que décrit son point d'application. 

# 

Faisons d'abord abstraction des résistances nuisibles. 
Lorsque l'arbre de l'appareil a accompli une révolution, le 
travail développé par la puissance P a pour valeur 

D'autre part, sur le grand cylindre la corde s'enroule d'une 
quantité égale à sttR, tandis que sur le petit cylindre elle se 
déroule d'une longueur égale à arrR'. Donc la corde s'est rac- 
courcie d'une quantité représentée par 

27rR — 27rR' = 27r(R — R'). 

Comme le diamètre de la poulie mobile est ordinairement 
égal à R -f- R', il s'ensuit que les deux brins sont à peu près 
parallèles. De plus, le raccourcissement de la corde se repar- 
aissant également sur les deux brins, le raccourcissement par- 
tiel de chaque brin sera égal à 7r(R — R'). Ainsi la charge se 
sera élevée d'une quantité représentée par 7r(R— R') et, par 
suite, le travail de la résistance pour une révolution sera 

7r(R-R')(Q4-p). 
On aura donc 

PX27r/ = 7r(R-R')(Q-4-/?), 



J 



DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITUE V. 207 

d'où 

P=(Q-hp) -, — ou TT = — — -, • 

Ce qui apprend que, abstraction faite des résistances nui- 
sibles, la puissance est à la résistance comme la demi-diffé- 
rence des rayons des cylindres est à la longueur de la mani- 
velle ou au rayon de la roue. 

Celle relation faii encore voir qu'on peut diminuer la gran- 
deur de. la force motrice, en diminuant convenablement la 
différence R — R' des rayons des deux cylindres sur lesquels 
s'enroule la corde qui soutient, au moyen de la poulie mo- 
bile, le poids qu'il faut élever; mais il est à remarquer que, 
dans ce cas, le chemin parcouru par le point d'application de 
la puissance croîtra de plus en plus. Désignons, en effet, par 
n le nombre de révolutions correspondant à une élévation A 
du poids. On aura 

7r(R-R')/« = A, d'où « = -^^^. 

Si nous supposons la quantité A constante, la valeur de n 
sera d'autant plus grande que la différence R — R' des rayons 
sera plus petite, ce qui confirme ce principe général déduit 
de la théorie du levier : 
Ce que Von gagne en force ^ on le perd toujours en vitesse. 
Pour tenir compte du frottement des tourillons et rie la roi- 
deur de la corde, remarquons que, si l'on fait abstraction 
d'abard de la force motrice P, la tension T, dans le système, 
jouera le rôle de puissance. Alors les formules relatives à la 
poulie mobile seront immédiatement applicables au treuil dif- 
férenliel. On aura donc 

2r-h^R 

T^^ r(Q-l-/;)- iA -yWQ 

2r-f-^B 

Le frottement ayant pour valeur la pression normale exer- 
cée, multipliée par le coefficient du frottement, il faut d'abord 
chercher la résultante des forces qui sollicitent le système. 
Comme la résistance active Q, le poids P' de l'arbre du treuil 
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el le poids /> de la poulie mobile sont des forces parallèles de 
même sens, el leur résultante sera égale à leur somme 

Décomposons la puissance P en deux forces, Tune Pcosa 
verticale el Tauire Psina horizontale. Cette dernière étant 
très-petite peut être négligée dans Téquation d*équilibre. 
Ainsi la résultante générale de toutes les forces ou la pression 
qui détermine le frottement aura pour valeur 

Q -f- P'-+-/?-4- Pcosa. 

Remarquons que les tensions T, T' des deux brins, par 
suite du mode d'enroulement de la corde, tendant à faire tour- 
ner l'arbre en sens contraires, les moments de ces forces, par 
rapporta Taxe, doivent être affectés de signes différents dans 
l'équation d'équilibre. Nous aurons donc 

VI = TR - T'R' -f- ^^^^ R -hfr' (Q -f- F -f- /? -i- P cosa) 

ou 
Pl= TR - T'R' + ±( A -f- BT) +./>' (Q -+- F -h /> + P cosa). 

Pour obtenir la puissance, au moyen de cette équation, il 
suffit de remplacer T et T' par leurs valeurs respectives trou- 
vées plus haut. On a ainsi 

p ^ ^ [(Q^-;>)(r + |B)-f-|A-f-/r-Q]R _ [r{Q^p)^^A-fr'Q]^' 

ar-f-^B 2r-f-|B 

^A-+-^ — ^-^ — i-^ ^ ■ „ ^ — -^ -f-//''(Q-l-P'-4-o-i-Pcosa. 

^ ar-f-jB J \^ r 

Mettant en facteur commun le terme 

(Q-f-p)(r+iB)+|A-f-/r'Q, 

on a 

pi , [(Q+A;(^+iB)-4-iA-f-/r^Q](R-f-iB] [r[Q-^ p).-±A-fr'Q]K 

2r-hiB 2r-+-^B 

-f- ^ A -hfr' ( Q + P' -h /? -h P cos a), 

[(Q^/.)(r + iB) + iA+/r^Q](R + iB)-[r(Q + ;>)~iA--/r-Ql ir 

2r + iB 
-4- |A 4-//-' (Q -f- F H- /? -+- p cosa), 
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[:Q^-;>)(r-f-^B)-4-iA-f-/r-Q](R4-iB)-[r(Q + ^)-iA~/r-Q]^^ P 

/(ar-f-.^B) ^ ^^ 

jA -i-/r^(Q H- F -+- p -^ Pcosa ) 

/ 

Si l'on néglige les résistances passives, on a évidemment 

2 

el, en supprimant dans Téquation finale tous les termes qui 
se rapportent au frottement des tourillons et à la roideur de la 
corde, il vient 

résultat que nous avons déjà obtenu par la considération du 
principe de la transmission du travail. 

83. Palan différentiel. — Cet appareil, imaginé par l'ingé- 
nieur anglais Wilson, esi une application du treuil des Chi- 
nois. 11 se compose de deux poulies A, B [fig- 59), la pre- 
mière fixe, la seconde mobile. On donne à la poulie fixe une 
épaisseur suffisante pour que Ton puisse y creuser deux 
gorges, demies rayons diffèrent très-peu Tun de Taulre. Ainsi 
la poulie ?\\Q est, à proprement parler, une poulie double, 
dont les deux parties font corps ensemble. Une chaîne sans 
fin s'enroule sur les gorges de la poulie fixe ei sur celles de la 
poulie mobile. L'examen de la figure montre que la chaîne 
partant du point E de la gorge qui correspond au plus grand 
rayon s'enroule sur la poulie mobile, puis passe sur la plus 
petite gorge de la poulie fixe, pour venir se rejoindre, après 
éire descendue, au point origine E de la poulie fixe. Les 
gorges de la poulie fixe sont munies de saillies ou dents qui, 
en s'engageant dans les maillons de la chaîne, favorisent la 
communication du mouvement. Enfin au crochet de la chape 
de la poulie mobile est suspendu le fardeau que l'on veut éle- 
ver. La puissance est appliquée au brin libre K de la pouTie 
{ine. La théorie de cet appareil est absolument la même que 
celle du treuil. Désignons par R, R' les rayons des deux gorges 
Méc, x>. — H. 14 
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(le la poulie fixe. Lorsque le rouet aura accompli une révola- 
lion, le brin EG se sera raccourci d'une quanlilé 27rR, undis 

Fig. V 



que le brin conduit E'G' se sera allongé d'une longueur ^ttR'- 
Donc, puisque R > R', le raccourcissement de la longueur des 
deux brins sera représenté par sttR — 271 R'. Or, comme cette 
diminution de longueur se répartit également entre les deux 
brins, l'élévation du Tardeau sera égale à la moi tiède a nK — 27rR'. 
Appelant, comme précédemment, P la puissance et Q la ré- 
sistance, on aura 

P.2;rR:--.Q,r(R~-R'), doù P^q!!^^. 

Souvent cet appareil reçoit une autre disposition. Les deux 
poulies montées sur le même axe et qui font corps ensemble 
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sonl mises en mouvement au moyen d'une manivelle / 
[Jig- 60), Une corde sans Un s'enroule sur deux autres pou- 
lies mobiles, dont le rayon est la moyenne arithmétique 

enire les rayons des deux premières. Aux chapes des poulies 
mobiles sont suspendus les poids que l'on veut élever. Il est 
à remarquer que, du mode d'enroulement de la corde résulte 
évidemment que, tandis que l'une des poulies mobiles monte, 
l'autre descend. Comme précédemment, le chemin parcouru 
par chacune d'elles est égal à «(R — R'). Appelant 0, Q' les 
charges supportées par les deux poulies mobiles et / la lon- 

nz. 56. 



gueur de la manivelle ou le bras de levier de la puissance, et 
remarquant que les déplacements des charges ont lieu en 
sens contraire, on aura, pour équation d'équilibre dynamique, 

P.27t/^Q7:(R-R')-Q'7r[R-R'j 

ou 

P.2/.^(Q-Q')(R-K';, 
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d'où 

La charge de la poulie qui descend est toujours moindre 
que celle de la poulie qui monte. Si Ton veut tenir compte du 
frottement, on calculera cette résistance nuisible comme nous 
Tavons indiqué. Désignant par F sa valeur et par r le rayon 
des tourillons, il viendra 

P.2r/ rrz (Q - Q') (R - R'JTT -f- F/27rr, 

P.2 /:= (Q - Q') (R - R') -f. aFr, 



d'où 






2/ / 



Le palan différentiel est aujourd'hui, dans les arts et dans 
les usages de la vie, préféré au treuil différentiel. Les ateliers 
de construction possèdent cet appareil, que Ton a soin d'in- 
staller près des machines-outils, afin qu'un ouvrier seul puisse 
manœuvrer de lourdes pièces. 

84. Équilibre du palan ordinaire y en tenant compte de la 
roideur des cordes, — Considérons, comme dans le cas où 
l'on a tenu compte du frottement et de la résistance active, 
un palan composé de deux systèmes de poulies égales, mon- 
tées sur deux axes différents. Admettons que les cordons 
soient parallèles et faisons abstraction de leur poids, ainsi que 
de celui des poulies, dont l'influence est relalivemetil faible; 
de plus, rappelons que la tension de chaque brin est alterna- 
tivement puissance et résistance. Conservant les notations 
adoptées, t, ^, /a, ^3, '4,. . -, tn^\^ tn ou P [fig, 21, p. 62), pour 
représenter les tensions des différents cordons, à partir de la 
boucle à laquelle est fixé le premier cordon, la question se 
réduira à appliquer successivement à chaque cordon les prin- 
cipes relatifs à la poulie mobile. Pour l'équilibre de celle 
poulie, lorsque les cordons sont parallèles, en ayant égard au 
froltement et à la roideur de la corde, nous avons trouvé 

p_. ___ ou P_ ^^—j-^ , 
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relation dans laquelle R représente le rayon de chaque poulie, 
augmenté du rayon de la corde, r le rayon de l'œil de la pou- 
lie, A la roideur naturelle de la corde et B la roideur propor- 
tionnelle à la tension. 
Pour plus de simplicité dans les calculs qui vont suivre, 

posons 

iA ^ R-+-/r-+-iB . 

li—Jr R— /'• 

d'où 

La tension /, faisant office de puissance, lorsque la résis- 
tance qu'ofifre le brin précédent est représentée par la ten- 
sion t, on aura 

tt = a -^ bt. 

Pareillement, pour la tension suivante t^y 

ti=: a -\- bti» 
Remplaçant ti par sa* valeur en fonction de /, 

t2 = a -\- b [a -h bt) = a -h ab -h b^t. 
De même encore, pour les autres tensions, 
t,^- a -\- bu — a '\- b [a -}- ab -\- bH] — a -^ ab -^ ab^-^bU, 
tt = a-h bU:=a -hb [a^ab-hab^-hb't] = a-hab-hab^-hab^-hb* /, 

< ••> 

/„_,= a -h a6 + a6» -4- a6' H- . . . 4- ab"-^ ■+■ 6"-' /, 
t„ ou P=a-h ab -hab^-{- ab^-+-.,.-{-ab'*-'^-i-ab'"-'-+-b"t. 

Mettant dans cette dernière relation la quantité a en facteur 
commun. 

Remarquons que la quantité renfermée entre parenthèses 
est la somme des termes d'une progression par quotient, dont 
le premier terme est i, le dernier 6"^* et la raison 6. Donc, en 
substituant, on aura 

P — fl — j «-/>«/ OU bien P=tfT hb^t, 

b — j b — I 
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La résistance active se répartissant entre les différents brins 
parallèles, on aura aussi 

Remplaçant /i, u, t^, . . . par leurs valeurs respectives, il 
viendra 

Q= t -\- (a -^ bt) -h {a -h ab -h bu) -f- (a-*- «6 -4-ab^-hbU) -f-... 
H- (a -f- a6 4- flé» -f- . . . 4- a6"-» -h 6"- /). 

Mettant les facteurs a et ^ en évidence, 

Q = ^(i-f-6-f-ô»-f-6»-f-.. .4-6"-») 

-}-a[(i) -i-(i-h6)-4-(i+6 + 6î) + (i -h 6 4-6'-+- 6^)4-... 

4- (14-64- 6' 4-. - .4- 6"-»)]. 

Multipliant et divisant par 6 -— i les termes de la parenthèse 
qui ont a pour facteur commun, nous aurons 

Q ~ / ( I -f- 6 4- 6» 4- 6' 4- 6^ 4- . . . -^ 6"-' ) 

Jb-i (r-H6)(fr- i) (, + 6+6»)(6^,) 

"^L^-i 6-1 ^ 6~i 

(i-H-64-6'+6»)(6 — ï) fi-h6-»-6»-*-...4-6"-')(6-~ir 

H j h . . . 4- T '• 

— I O — l 

b" — I 
Remplaçant 14- 64-6^^-. . . par sa valeur -y ? il viendra 



b"—ï fb — i 6^—1 b^—i 6"-' — 

o — I \Ù — I — 1 — 1 — 1 



6»— î 6 — 1 -f-/>^— I -h 6» — 1 4- 6*— 1 4- ... -h 6"-'— I 

^6—1 6—1 

Ajoutant et retranchant, dans le second membre, Tunité au 
numérateur du terme en a, l'égalité ne sera pas troublée, 

^ 6"— I 6 — I -+- 62— I H- 63 — 1-1- 6< — 14-. . .-4-6'»-' — 1-4-1 — I 

Q = ^T h« 1 

o — I 6 — I 



(*) Cette transformation est une conséquence d'une loi remarquable établie 
par l'Algèbre 

07* — a™ 



X — a 



= ofW-^-i- a jr'w-'-h a*x'^-*-i- a*x'»''*-i- .... 
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L'unité affeclée du signe — étant répétée n fois, on aurn 
encore 

6 — I b — I 

Remplaçant encore i -♦- 6 + />'-♦- ft* -+-... -h 6"-' par sa valeur 

on aura 



9 



6 — 



Multipliant les deux menibres de l'équation par 6 — i, on 
aura 

Réduisant n au dénominateur & — - 1, 

^ / f X / 1 N b" — i — bn -\- n 

Q(6-,)z=:/(&"-i)4-a ^^— j 

Déduisant de cette équation la valeur de /, 

^ b — I b" — I — bn -h n 

Dans l'équation trouvée plus haut, 

i" — • I 
b — I 

Remplaçons / par cette valeur, 

6" — I , Vr^b — i b"—\ — bn^n~^ 

6—1 L ^— « {b''—i){b — i)_\ 

b'—i (b'*—i — bn-\-n)b'' ^(^—0^" 

6 — 1 ( 6" — I ) ( 6 — I ) 6 " — I 
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Mettant a en facteur commun, 

P - . [{ b'^-^Y-b''[b'^ - i^ bn-\-n )'\ (b - ^)b'^ 

L (ft^-iKi-i) J"^'^ b'^-i 

Développant le carré du binôme (6"— i) et eiîecluanl les 
calculs, 

^ b^— 1 b" -f- I — 6'" -+- 6" -4- nb"-^ ' — nb" ^ ( ^ — ^' 
p — ^ 77 m f i- Q ^^-T^ — — ' 

P = a 77 rrr r 1- Q —7 — 5 

r /f6"-<-' — /i/>" b"—i "I . (fe — 1 ) fc" 

^— ^ L(6«-,)(^_,)""(6«-i)(6-i)J "^^ 6«-i ' 

,, r nb"^' — nb" i ] ^ (^ — i ) ^" 

'' = 4 (6"-')(^-. )"^ -^Q^^- 

Mettant /?.6" en facteur commun, 

85. Application numérique de la formule. — Trouver V effort 
qu*U faudra exercer sur le garant d*un palan équipé à 
8 brins, dans les conditions suivantes : 

Poids à soulever Q = 2000*^* 

Rayon des poulies à la gorge R — o°*,o6 

Diamètre de la corde d = o™,oi8 

Rayon de Tceil des poulies r =1 o'",©! 

Coefficient du frottement /= 0% i5 

|A R+/r-i-lB 

a =; ^y o — — . 

R — fr R — Jr 

Le bras du levier étant égal au rayon de la poulie, augmenté 
du rayon de la corde, on aura, pour la valeur de R qui doit 
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élre introduite dans la formule, 

0,018 



217 



R r= , 06 -f 



2 



o , 069. 



D'après le tableau relatif à la roideur des cordes, les valeurs 
de A et B qui correspondent à une corde de o'",oi8 de dia- 
mètre sont 

A = o,ï482552, |A = 0,0741276, 

6=0,008712, 78 = 0,004356, 



d'où 



^__ 0,074^276 



- 1,098, 



1 , 1 08, 



o , 069 — o , 1 5 X o , o I 

, _ o , 069 H-o,i5xo,oi -f-o, 004356 
o , 069 — o , 1 5 X o , o I 

\b"—i b — ij^ b"— i 

Le palan étant équipé à 8 brins, c'est-à-dire se composant 
de quatre poulies fixes et de quatre poulies mobiles /i = 8, 



i 



^. Qr^ X(i,Fo8)« I 1 r[i,io8- i)(i,io8;«-| 



P = 391 ^«,32. 

La formule dont nous venons de faire l'application est peu 
commode pour les usages de la pratique. Ordinairement, dans 
rinduslrie, on emploie six palans de dimensions différentes. 
M. Morin a réuni, dans le tableau suivant, les données numé- 
riques relatives au calcul de la puissance pour chacun d'eux. 



NUMÉROS 

des 
palans. 



1 
2 
3 

4 
5 
6 



DIAMÈTAES 



des poulies 
à la gorge. 


des 
cordes. 


m 
0,082 


m 
0,008 


0,060 


0,012 


0,100 


o,oi5 


0,120 


0,018 


0,100 


0,020 


0,200 


o,o3o 



RATON 

moyen 

R. 



RATON 

de l'œil 

des poollcs 

r. 



m 
0,0200 

o,o3Co 

0,0575 

0,0690 

o,o85o 

o, ii5o 



m 

o,oo3oo 
o, 00450 
o,oo5oo 
o,oo525 
0,00750 
0,01000 



NOMBRE 


NOMBRE 


de brins 


de Qls 


n. 


de caret. 


4 


ff 


6 


6 


6 


12 


8 


18 


8 


tt 


4 


ff 



2l8 
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Les formules pratiques qui se rapporlent à ces palans sont 
aussi réunies dans le tableau qui suit; elles résultent de Tap- 
plication de la formule générale trouvée plus haut. 



NUMÉROS 


DIAMÈTRES 


PALANS ÉQUIPÉS AVEC DES CORDES 


des 
palans. 


des 
cordes. 




blanches. 


goudronnées. 


i 


m 
o,oo8 


P = 


k? 
o,63ii-!-o,3i22Q 


kg 

// 


2 


0,OIQ 


P^ 


1,959 -H 0,2273 Q 


P — 3, oo3 -1-0,234/1 Q 


3 


o,oi5 


P- 


2,680 -t- 0,2172 Q 


P — 4,469 -f- 0,2240 Q 


4 


o,oi8 


P — 


5,345 -t-o,i78oQ 


P — 8,568 -+-o,i852Q 


5 


0,020 


Pr:: 


6,810 -+-o,i825Q 


/' 


6 


o,o3o 


P:r 


II, 170 -+- o,335oQ 


// 



Au moyen de ce tableau, on peut déterminer approximati- 
vement la grandeur de i'effort capable de soulever un poids 
donné et, réciproquement, le poids que Ton pourra soulever 
avec un effort donné appliqué au garant. 

86. Applications numériques au moyen du tableau. — 1° Trou- 
ver r effort qu'il faut exercer sur le garant d'un palan n" 3, 
équipé à 6 brins, pour soulever un poids de 5oo kilogrammes, 

La formule du tableau qui se rapporte à ce cas est 

P =: 2,680 -+- 0,21720, 

P = 2,680 -f- 0,2172 X 5oo, 

P=r m''», 280. 

2" Trouver te poids que Von pourra soulever, en développant 
un effort de 3oo kilogrammes sur le garant d*un palan n** 6. 

La formule pratique relative à ce cas est 



P m 1 1 , 170 -{- o,335oQ, 



d'où 



0- 



Q 



__ p — 1 1 , 170 



o,335o 

3oo — 1 1 , 170 
0,335 



= 862»^«,i8. 
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3° Trouver l'effort de traction qui peut être produit par 
10 hommes exerçant chacun un effort de 3o kilogrammes sur 
le garant d'un palan /i" 3, équipé avec une corde goudronnée. 

D'après le tableau, 

P =: 5,469 -f- o,224oQ, 

0,2240 

300-4.469 ^,3 .,, 

87. Remarque essentielle. — Ces formules ne peuvent être 
employées qu'autant que les palans ont les dimensions indi- 
quées dans le tableau. Quand il n'en est pas ainsi, on fait 
usage de la formule générale qui permet de tenir rigoureuse- 
ment compte des données de la question. 

88. Equilibre de la chèvre^ en tenant compte du frottement 
et de la roideur de la corde.— La chèvre est une machine qui 
sert à élever des fardeaux. C'est une combinaison du treuil et 
de la poulie fixe, ou du palan et du treuil, pour opérer la trans- 
formation du mouvement circulaire continu ou intermittent 
en un mouvement reciiligne continu ou intermittent. Cet ap- 
pareil se compose de deux montants AB, AB', nommés han- 
chesy lesquels sont réunis au moyen de traverses (Jig. 61) 
qu'on appelle épars, retenues en assemblage par des clés en 
bois. Les hanches qui forment avec le sol un triangle isos- 
rèlesont maintenues à la partie supérieure par des bandes de 
fer et des boulons: Les extrémités inférieures sont frettées 
et garnies chacune d'une pointe de fer qui les empêche de 
glisser sur le sol. Ce triangle s'appuie sur une pièce D plus 
ou moins inclinée nommée pied de la chèvre. Entre les han- 
ches et près de la tête de la chèvre sont deux poulies p, p' mon- 
tées sur le même axe; enfin, à i",2o ou i™,3o au-dessus du sol, 
est disposé un treuil terminé par deux têtes carrées K, R' per- 
cées de mortaises servant à embarrer les leviers auxquels est 
appliquée la force motrice. Quelquefois l'un des tourillons du 
treuil reçoit, extérieurement au triangle formé par les han- 
ches, une roue d'engrenage commandée par un pignon et une 
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manivelle. Le ireuil reçoit plusieurs tours d'un câble qui, 
après s'être enroulé sur l'une des poulies lient en suspension 

Fijj. 61. 



le fardeau Q que l'on veut élever. Souvent, ainsi que cela a 
lieu dans l'artillerie, le ireuil est combiné avec un palan ou 
avec des poulies mouflées. La chèvre des charpentiers s'établit 
sans pied; on l'appuie contre quelque partie de l'édlQce, et le 
plus souvent elle est maintenueinclinéede'j5à8o degrés avec 
l'horizon au moyen d'un câble ou haubans. Pour manœuvrer 
l'appareil, un ouvrier agit de haut en bas sur l'un des leviers 
quand l'arbre du Ireuil a fait un quart de révolution, un autre 
ouvrier embarre le second levier dans la tète opposée du treuil 
par la mortaise qui occupe alors la partie supérieure, et, en 
agissant de haut en bas, le treuil fait un second quart de tour. 
La manœuvre se continue de même jusqu'à ce que le fardeau 
soit parvenu à la hauteur où il devait être élevé. 

Pour établir les conditions d'équilibre, considérons d'abord 
le cas où la chèvre est une combinaison du treuil et de la 
poulie fixe. Soient 
Q le poids du fardeau à élever; 
P la puissance appliquée à l'extrémité du levier; 
/ la longueur de ce levier; 
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R le rayon de Tarbre du treuil, 
r le rayon de la poulie. 

Si Ton néglige le frottement et la roideur de la corde, la 
tension du brin qui s'enroule sur Tarbre du treuil pourra être 
considérée comme égale au poids Q. Le théorème des mo- 
ments conduira à l'équation suivante : 

QR = P/, d'où P = 0-. 

Pour tenir compte du frottement et de la roideur de la corde, 
appelons 

R' le rayon de la poulie fixe; 
r le rayon des tourillons de cette poulie ; 
r' celui des tourillons de Tarbre du treuil; 
a l'angle formé par la direction de chaque brin avec îa direc- 
tion de la pression normale S; 
T la tension du brin qui s'enroule sur le treuil. 

Comme cette tension doit équilibrer la résistance active Q, 
le frottement des axes de la poulie et la roideUr de la corde, 
on aura d'abord l'équation suivante : 

2 H '^ 

ou 

TR' =_ QR' -t- 1 ( A -:- BQ ) -h S// . 

Cherchant la valeur de S, comme on l'a déjà fait quand 11 a 
été question de la poulie f\\e, on obtiendra une équation du 
second degré qu'il suffira de résoudre par rapport à T. 
Cette équation du second degré peut être remplacée par une 
équation du premier degré, en opérant la décomposition des 
forces T et Q en deux autres: l'une parallèle à la droite qui 
passe par le centre de la poulie et le point de concours des 
deux brins de la corde, l'autre perpendiculaire à la même 
droite. Les composantes de la force T sont 

Tcosa et Tsina, 

et celles de la force Q 

Qcosa et Qsina. 
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La résulianie des forces parallèles sera 

Tcosa 4- Q cosa =r (T -i- Q) cosa, 

el celle des forces perpendiculaires qui sont de sens con- 
traires 

T sina — Q sina =^ (T — Q) sina, 

d'où 

S^r::: (T + Q)' cos^a -f- (T — Q)»sin»a. 

Par la formule qui donne la valeur approchée, il vient 

8= 0,96 (T H- Q) cosa 4- o,4(T — Q)sina 
el 

Sfr= o,g6T/rcosa -4- o,96Q/r cosa -f- o,4T/rsina — o,4Q/rsin2. 

En subsliluanl, l'équation d'équilibre devient 

TR' = QR' -+- j ( A + BQ ) 4- o,96T/r cos a 

o,96Q/rcosa -f- o,4T/rsina— o,4Q/^'Sina. 



j 



Faisant passer dans le premier membre tous les termes du 
second contenant le facteur T, 

TR'— o,96Tyrcosa — 0,4 T/r sina 

:=:QR'-f-i(A -h BQ) -i- o,96Q/rcosa — o,4Q/rsina, 

T[R'—//( 0,96 cosa -f- 0,4 sina)] 

—Q[B'-hA(o,96 cosa— 0,4 sina)] -h i(A -+- BQ), 

d'où 

_ 0[B'-+-/''( 0*96 cosa— o,4sina)]-+-i(AH- BQ) 
IV — /r( 0,96 cosa H- 0,4 sina) 

La question est présentement ramenée à calculer le ireuil, 
en considérant la force P comme puissance et la tension T 
comme résistance active. 

Le bras de levier de la puissance P étant / et celui de la ré- 
sistance ï étant égal au rayon R de l'arbre du treuil, on aura 
encore 

P/ = TR + ." R -h S/' / ' . 

2K 

En désignant par/' le coefficient du frottement relatif aux 
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nouvelles surfaces frottantes qui peuvent ne pas être de la 
même nature que celles de la poulie, appelons 

(3 l'angle que forme avec la verticale la direction du brin qui 

s'enroule sur le treuil ; 
(k) celui que forme la direction de la puissance avec la verticale; 
q le poids du treuil. 

Décomposons les forces P et T en deux autres, Tune verti- 
cale et Tautre horizontale. Les composantes de P seront 

Pcosw et Psino), 

celles de la tension T 

Tcosp et Tsin(3. 

La composante verticale P cosgo et le poids p du treuil n'étant 
pas de même sens que T cos|3, leur résultante aura pour va- 
leur 

Tcos|3 — Pcoso) — ;?. 

Pareillement pour les forces T sin p et P sinw, qui sont aussi 
de sens contraires, on aura 

T sinp — - P sinw, 
d'où 

S2=:(Tcosp - Pcosw — /;)»^-(Tsinp — Psinw)^; 

par conséquent, il viendra, par approximation, 

S=o,96(Tcos(3— Pcosw — j») -f-o,4(Tsin(3 — Psinw), 

S = o,96Tcosp — o,g6Pcos&)— o,96/?-f-o,4TsinP'— o,4Psinw. 

En substituant dans Téquation d'équilibre, nous aurons 

P/ = TR 4-|( A -f- BT) -h o,96T/'r'cosp - o.gôP/'r'cosw 
-^ o,4T/'r'sin(3 - o,4P/'r'sinû) - o,g6pf r\ 

Faisant passer dans le premier membre les termes du second 
contenant P 

p/-4_o,96P/'r'cos&)-4-o,4P/'r'slnw 

^TR -+-^(A 4-BT) -h o,96ï/Vcos(3-i- o,4T/V'sin|3 -o,96/>/'/'', 
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Mellanl les fadeurs P, T el f'r' en évidence 

P[/H-/'r'(o,96 coso) -i- o,4sinw)] \ 

= T[R-+-/'r'(o,96cosp-ho,4sin(3)]-f-i(A4-BT)— o,96/>/'r', 

d'où 



p^ T[R-f-/V^(o,96cos(3-ho,4sinP)]-f-i(A-f-BT)-o,96/?/'V 

/-4-/'r'(o,96cosw -f-o,4sinw) 

L'angle p élani moindre que 4^ degrés, on aura à ^i près 

0,96 cos |3 H- 0,4 sin (3 = I . 

De plus, Tangle w pouvant varier entre zéro et 90 degrés, 
comme d'ailleurs on a négligé le poids des leviers embarrés 
aux deux têtes du treuil et des composantes de Teffort exercé 
par les hommes dans le sens propre de leur direction, on 
pourra encore poser 

0,96 COSO) -t- 0,4 sinw = I ; 

d'après cela, la formule deviendra 

T(R^.rrM-f-i(A-4-BT)~o.96;>/V- 

Supposons en second lieu que la chèvre soit une combi- 
naison d'un treuil et d'un palan ou d'un treuil et d'un sys- 
tème de poulies mouflées. 

Désignons, comme dans le cas précédent, par T la tension 
du brin qui s'enroule sur le treuil, et remarquons que sa di- 
rection n'étant pas parallèle aux brins des poulies mouflées 
faudra considérer à part les conditions d'équilibre entre la 
tension de ce brin et celle du brin qui précède, représentée 
par f„. Gomme avant ce dernier, à partir de la boucle d'attache, 
il y a /i— I -brins, en conservant d'ailleurs les dénominations 
adoptées pour le palan, la valeur de /„ sera donnée par la re- 
lation 

tn~ a 1 -, -f- ^—, — ^ Q. 

Pour trouver le frottement des tourillons des poulies, dé- 
composons la tension T du brin, qui n'est pas parallèle aux 
autres, en deux forces, l'une verticale el l'autre horizontale. 
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La première aura pour valeur 

Tcosp, 

et Ja seconde 

Tsinp; 

donc, le rayon des poulies mouflées élani R', Téquaiion d*équi- 
libre relative à la tension T sera 

TR' = /„R' + ^-!^" R' H- S/r 

aR' "^ 

ou 

TR'= /„R'-+-i(A -+- B/.) -^ S/r. 

Les deux forces ^„ el Tcos(3 étant parallèles et de même 
sens, leur résultante aura pour valeur 

/„-f-Tcos.3, 

et par suite 

S»=(/„-i-Tcos(3)'-i-Psin»(3, 

d'où 

S = ^{tn-h ï cospj^" -+- 'Psin'(3. 

Comme le rapport de /«-h T cos^ à T sin^ est au moins égal 
à ^, d'après le tableau des valeurs approchées des radicaux du 
second degré, on aura, à —■ près 

S = 0,986 (/„ -4- T cos(3) -H o,233T sin^, 
S = 0,986 /„ -f- o,986T cosp H- o,!233T sinp; 

d'où, en substituant dans l'équation donnant la valeur de T, 

TK'= /„R'-Hi(A + B/„) -h o,986/„/r-ho,986T/rcos(3 -ho,233T/rsinp. 

Faisant passer devant le premier membre les termes conte- 
nant T, il viendra 

TU'— o,986T/rcos(3 — o,233T/rsin(3=:/„R'H-i(A -+-B/„) + 0,986/,/^, 
T[1V — /r(o,986 cos(3 H- 0,233 sin(3)] r=r /„(R' 4- iB -f- 0,986/r) + iA, 

d'où 

ry, ^ tn ( R^ 4- |B -f- n,986/r) -h {A 
R' —/r (0,986 cos[3 -i- 0,233 sin(3j' 

Les valeurs de t^ et T étant ainsi obtenues, on trouvera Tef- 
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fort moyen qu'il faudra appliquer au levier de la même ma- 
nière que dans le premier cas. 

A -4- RT 

VI = TR H- p R -f^ S/V, 

2R -^ 

?/= TR -f- K A -h BT) -H S/V. 

Pour obtenir la pression normale exercée sur les tourillons 
de l'arbre du treuil, décomposons encore les forces T et P en 
deux autres, Tune verticale et l'autre horizontale. Les compo- 
santes de T étant Tcosp, Tsln(3 et celles de P ayant aussi 
pour valeurs respectives Pcosw et P sinco, comme le poids 
de Tarbre du treuil a été désigné par /?, la résultante de toutes 
les composantes verticales, en tenant compte du sens de leur 
action, sera exprimée par 

Tcos(3 — /? — Pcosw. 

De même la résultante des forces horizontales sera 

Tsin^ — P sinw, 
d'où 

S'=(Tcosô — /?— Pcosw)'-!- (Tsin(3 — Psinw)» 

et 

S=o,96(T cosp — /; — P cosw) + 0,4 (T sin(3 — P sinw), 

S — o,96Tcos(3— 0,96/?— o,96Pcosoi)-f-o,4Tsin(3-— o,4Psino. 

Remplaçant dans l'équation d'équilibre, 

P/=:ïRH-i(A-f-BT)-+-o,96T/''r'cos(3-o,96/?/'r' 

— o,96P/'r'cosw-f-o,4T/'r'sin(3 — o,4P/Vsin&). 

Faisant passer dans le premier membre les termes en P, on 
aura 

P/-I- o,96P/'.r' cosw -h o,4P/'r'sina) 
=:TR-f-i(A-H Bï)-f-o,96T/'r'cos(3"-o,96;?/'r'4-o,4T/Vsinp l 

Mettant P en facteur commun, 

P[/ -h/' r' (0,96 cosw -4- 0,4 sinw)] 

= T[R-h/r'(o,96cos(3 + o,4sin(3)]-+-i(A-hBT)-o,96;?/V, 
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d'où 

p _ T [R+/V(o,96cos(3H-o4sinp)]-hi(AH-BT)-o,ç)fi/; /'V ^ 

/-f- /'r'(o,96 coso) 4- 0,4 sinw) 

Posant encore 

0,96005(3 4- 0,4 sinp = I, 

o,96cos(i) 4- 0,4 sinw = 1, 

on aura 

T(R+/V) + i(A-4-BT)-o.96/>/V > 

et, pour la valeur de T, il viendra aussi 

/,(R^-f-iB-f-o,n86/r)4-iA 

89. Application numérique. — Trouver l'effort moyen qu'il 
faut développer pour soulever un fardeau de i5oo kilogrammes 
€zu moyen d'une chèvre équipée à quatre brins. 

Poids à soulever Q = i5oo^« 

Nombre de brins n =^ 

Diamètre de la corde d=^ o™,o28 

Rayon des poulies R'= o™,ioo 

Rayon des tourillons des poulies r = 0,02 

Rayon de l'arbre du treuil R = 0,104 

Rayon des tourillons de cet arbre r' = 0,04 

Poids du treuil p=: 80*^» 

Les poulies étant en cuivre et tournant sur 

un axe en fer f=z o,i5 

L'arbre du treuil étant en bois et tournant 

sur des coussinets de même substance. . /'z=:o,07 

La tension du brin qui précède immédiatement celui qui 
s*enroule sur le treuil s*obtient au moyen de la formule sui- 
vante : 

/„=r a T T ) 4- ^—^ ^ O, 



a = -r^. ^, b^ ■■/ ,J - 



A 

2(R'-/r)' ^- ll'-/r 
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D'après le tableau, pour une corde de o"™,o28 de diamètre, 

A = 0,8998380, 
B = 0,021780. 

tour tenir compte du rayon de la corde, on doit augmenter 

le rayon des poulies considéré à la gorge de — ou 0,014. j 

Ainsi la valeur de R' qui doit être introduite dans la formule 
est égale à 0,1004-0,014 ou 0,1 14. On aura donc 

_ 0,8998380 _ 0,8998380 _ 

2(0,114 — o,02Xo,i5) 0.222 

, 0,1 14 -H o,i5 X 0,02 -h 70,021-780 ^ 

0= 7 r — = i.i5, 

0,1 14 — o,i5 X 0,02 

d'où 
/„-4,o53 ^ (, ,5),_ , ,,,5-1 J ^ (i,i5)^-i ^' 

/,=r 5,87685 4-0,30450. 

On calculera la tension T du brin qui s'enroule sur le treuil 
par la formule 

/.(R^4-|B4-o,987/)4-fA 
T- R^^=7> 

Substituant à tn sa valeur, on aura 

rr^ (5,876854-0,30450) (0,1 14 + 0,010894-0,987.0,15.0,02) 4-0,4499^9 

0,1 14 — 0,l5.0,02 

T = io,82 4-o,35oxQ. 

Remplaçant Q par sa valeur i5oo kilogrammes, 

T = 10,82 4- o,35o X 1 5oo, 
T = 535»^S82. 

Enfin on obtiendra l'effort moteur moyen par la formule 

_ T(R4-/V-4-iB)H-|A-o,96/./-r^ 

Dans l'hypothèse où cet effort agita i"*,5o de l'axe de Tar- 



DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE V. 2?9 

bre du treuil, dans la formule on doit faire /= i",5o. De plus, 
pour tenir compte de la grosseur de la corde, le rayon 
R=o,io4 doit être augmenté de o™,oi4, ce qui donne 
R = o, 1 18. On aura donc 

p 535,82(0,1 18+0,07.0,04-*- 0,01089) -4-0, 4499 '9^ — 0,96.80.0,07.0,04 

1,50+0,07.0,04 
P = 46^S84. 



*—* 
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CHAPITRE VI. 



90. Application du principe des forces vives au mouvement 
des machines. — Au point de vue industriel, les machines 
sont des appareils ayant pour objet l'exécution de certains ira- 
vaux des arts au moyen des moteurs ou des forces motrices 
que nous présente la nature : les principaux moteurs sont les 
animaux, le vent, l'eau, le calorique et Télectricité. 

En considérant les différentes machines employées dans l'in- 
dustrie, on reconnaît qu'elles peuvent être divisées en deux 
classes : les unes sont destinées à vaincre des résistances 
considérables, comme dans l'élévation de lourds fardeaux, la 
compression des corps et le travail des métaux en général, 
tandis que les autres servent à exécuter des ouvrages qui 
exigent plus d'adresse et d'habileté que de force. Quelle que 
soit la nature de la machine, quand elle est en activité, c'est-à- 
dire qu'elle travaille, on constate la présence de deux forces, 
la puissance et la résistance, 

La charrue, par exemple, éprouve, de la part du sol, une 
résistance qui ne peut être vaincue que par une puissance telle 
que la force musculaire de bœufs ou de chevaux. 

Dans le transport des marchandises, le frottement des roues 
de la voiture contre le sol s'oppose au mouvement et l'efforl 
exercé par les chevaux ou par la vapeur en vertu de son élas- 
ticité sert à vaincre cette résistance. 

Si l'on considère les machines de la seconde classe, par 
exemple celles qui agissent directement sur des matières 
textiles, comme les machines à broder ou à fabriquer les den- 
telles, évidemment l'ouvrage ne peut être exécuté sans qu'il 
se développe certaines résistances telles que les frottements 
entre les divers organes de la machine, indépendamment de 
la résistance très-légère que présente la substance ténue ser- 
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vanta la fabrication; il est donc encore indispensable de leur 
appliquer une force motrice. On comprend facilement qu'une 
machine étant toujours destinées à vaincre une résistance et 
à opérer en même temps le déplacement du point d'applica* 
tion de cette résistance en sens contraire de son action, la 
puissance doit développer une quantité de travail correspon- 
dant à celle de toutes les résistances qui se rencontrent dans 
la machine. 

Ces considérations conduisent naturellement à regarder les 
machines comme des agents matériels essentiellement inertes 
servant d'intermédiaires entre certaines forces nommées puis- 
sances et d'autres forces appelées résistances ou simplement 
comme des appareils destinés à transmettre le travail des forces. 

Les machines, en général, se composent d'une suite de 
pièces matérielles qui, deproche en proche, se transmettent le 
mouvement, depuis celle qui est directement soumise à l'ac* 
lion de la puissance jusqu'à celle qui opère le travail utile. 

La pièce ou le système de pièces recevant immédiatement 
l'action de la force motrice se nomme récepteur et celle qui 
exécute l'ouvrage se nomme outil ou opérateur. Souvent aussi, 
par extension, le récepteur est appelé moteur. 

Les pièces intermédiaires entre le récepteur et l'opéra- 
teur sont désignées sous le nom de communicateurs. 

Les différents organes d'une machine doivent toujours être 
calculés de manière que les efforts qu'ils ont à supporter n'al- 
lèrent pas l'invariabilité de leur forme et, par suite, qu'ils 
transmettent la vitesse, sans perte sensible, suivant des lois 
qui dépendent de la construction géométrique de la machine. 

On appelle travail moteur la somme des travaux développés 
pendant un certain temps par toutes les forces motrices qui 
agissent sur la machine, et travail résistant la somme des va- 
leurs absolues des travaux accomplis par toutes les forces ré- 
sistantes, pendant le même temps. 

C'est par la classification des forces suivant leur mode 
(l'action et par l'application du principe des forces vives que 
l'on peut se faire une idée nette sur la transmission du travail 
dans une machine. 

Les forces qui agissent sur une machine en mouvement 
peuvent être divisées en quatre classes. 
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1° Les forces motrices ou mouvantes, destinées à produire 
le iravaii utile et'à vaincre toutes les résistances. Comme ces 
forces agissent dans le sens du mouvement des organes 
qu'elles sollicitent, le travail qu'elles développent sera essen- 
tiellement positif. Appelant F la résultante de toutes ces 
forces, considérées séparément, etE le chemin parcouru par 
le point d'application, ce Iravaii aura pour valeur FE. 

2° Les résistances utiles, c'est-à-dire les forces que les 
corps sur lesquels opère la machine opposent au mouve- 
ment; de sorte que leur travail, étant toujours développé en 
sens contraire de celui des forces motrices, sera négatif. Si 
nous désignons par Q ces résistances et par E' le chemin que 
décrit le point d'application, ce travail sera de la forme — QE'. 

3« Les résistances nuisibles ou passives, qui agissent d'une 
manière continue ou intermittente pendant toute la durée du 
mouvement. Ces forces, qui tendent à détruire le mouvement, 
sont dues aux frottements des organes lès uns contre les 
autres, à la roideur des cordes ou des courroies, aux chocs 
que peuvent occasionner des changements subits de vitesse 
et à la résistance des milieux dans lesquels se meuvent les 
organes. Le tjavail des résistances nuisibles doit donc aussi, 
comme le précédent, être retranché du travail moteur. Appe- 
lant R ces résistances et E" le chemin parcouru, le travail ac- 
compli sera — RE". 

4° Les poids des pièces qui montent et qui descendent al- 
ternativement. Ces forces agissant tantôt dans le sens du mou- 
vement, tantôt en sens contraire, donnent lieu à un travail 
positif ou négatif, suivant le sens de leur action ; c'est-à-dire 
que, dans le premier cas, il doit être ajouté au travail des 
puissances et, dans le second, il doit en être retranché. Dési- 
gnant par P le poids des pièces douées d'un mouvement al- 
ternatif et par H la hauteur dont s'abaisse ou s'élève le centre 
de gravité, le travail accompli sera de la forme rhPH. D'après 
cela, on aura 

FE - QE' - RE" d= Pn r=: ; M (V» - V^), 

si la machine est composée d'organes animés d'un mouve- 
ment de transport parallèle. 
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Pendant un tennps élémentaire, l'équation sera 

Quand la machine est composée de pièces douées d*un 
mouvement de rotation, il viendra 

FE - QE'- RE"±: PH = il{\? - Vf), 

Cl, pour un temps élémentaire, 

Ye — Qe^ Re''d= P/i = IV. c^,. 

Comme, dans une machine, c'est toujours Tefifet utile que 
l'on doit avoir en vue, déduisons de ces équations la valeur 
(ieQE' et de Qe\ On aura 

QE' = FE — RE" dz PH - { M ( V» - V), 
Qe' =r Fe — R^" =h P A — MVi', 
QE'z=FE~RE"±:PH-iI(V7-VÎ), 
Qe' = Fe — Ke" ±: PA — IV, t/,. 

Telle est la forme simple sous laquelle Poncelet a présenté 
l'équation des forces vives, appliquée aux machines. 

91. Discussion des différents ternies de V équation. — Con- 
ditions du maximum d*effet. —Touie la théorie des machines 
se trouve résumée dans les équations précédentes; mais, pour 
en bien comprendre l'économie, il importe de considérer sé- 
parément le travail de chaque force et de reconnaître, par la 
discussion, son influence sur l'effet utile qu'il s'agit évidem- 
ment de rendre un maximum. 

Commençons par le travail moteur FE. Quelle que soit la 
nature du moteur ou de la puissance, la pression F, exercée 
au point d'application, est susceptible de varier avec la vitesse, 
de telle sorte qu'elle devient un maximum pour une vitesse 
nulle et, réciproquement, un minimum pour la plus grande 
vitesse possible. Or, comme le travail accompli est propor- 
tionnel à l'effort exercé et au chemin parcouru, dans les deux 
cas, le travail sera nul. 11 y aura donc entre ces deux limites 
une valeur de la vitesse qui rendra le terme FE un maximum, 
et comme, fort souvent, lorsque la vitesse s'éloigne, soit en 
plus, soit en moins de cette valeur normale, le travail décroît 
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sensiblement, il est indispensable de conserver celte vitesse 
au point d'application delà force motrice; donc, pour le maxi- 
mum d'effet, le mouvement uniforme convient au travail des 
puissances. Suivantla nature du moteur,*iI y a encore d'autres 
condiiions à réaliser : ainsi il faut éviter avec soin les chocs 
et toute décomposition de la force et de la vitesse du moteur 
nuisible à Teffet utile et ayant pour objet d'augmenter les résis- 
tances passives. Ajoutons toutefois qu'il est impossible de pré- 
ciser, d'une manière générale, les moyens que l'on doit em- 
ployer à cet égard ; l'étude seule des différents récepteurs fait 
connaître le meilleur parti que l'on peut tirer de la force mo- 
trice. 

Les mêmes observations s'appliquent au travail des résis- 
tances utiles. Ainsi l'on doit examiner avec soin la vitesse et 
la forme qui conviennent à l'outil pour qu'à une même quan- 
tité de travail développé par la force motrice corresponde le 
maximum d'effet utile. On a reconnu, en effet, par l'expé- 
rience, que, pour un ouvrage d'une espèce déterminée, l'o- 
pérateur doit posséder une certaine vitesse, dont on ne saurait 
s'écarter sans nuire à sa conservation propre, ainsi qu'à la 
quantité et à la bonne qualité des produits que l'on veut 
obtenir. Pour les résistances utiles, comme pour les puis- 
sances, il importe donc aussi que le mouvement soit uni-^ 
forme. 

Quant aux résistances passives, comme elles tendent con- 
stamment à détruire une portion, plus ou moins grande, du 
travail moteur, il y a lieu d'étudier, dans chaque cas, les 
moyens propres à diminuer le travail qu'elles absorbent en 
pure perte et de rechercher la forme, la vitesse et la disposi- 
tion des organes qui y sont soumis, pour que le terme RE" 
représentant le travail de ces résistances devienne un mini- 
mum. Ces forces sont de deux sortes : les premières, qui agis- 
sent d'une manière continue pendant toute la durée du mouve- 
ment, comprennent le frottement, la roideur des cordes et la 
résistance des milieux dans lesquels se meuvent les organes 
de la machine; les secondes résultent des chocs ou des chan- 
gements brusques de vitesse qui se produisent pendant un 
temps très-court. D'après les notions que nous avons acquises 
sur le frottement et le travail qu'il absorbe, on atténuera les 
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effets de cette résistance en diminuant le poids des pièces 
assujetties à glisser les unes sur les autres, et surtout le dia- 
mètre des axes de rotation, sans toutefois dépasser la limite 
au delà de laquelle leur solidité serait compromise. Il faut 
encore que les surfaces frottantes soient bien polies et recou- 
vertes d'un enduit convenable, que Ton renouvellera de temps 
à autre pendant la durée du mouvement. En ce qui concerne 
la résistance que les milieux opposent au mouvement des 
corps, comme elle croît, en général, proportionnellement au 
carré de la vitesse, il convient de limiter cette vitesse et de 
donner aux corps qui la possèdent des formes telles qu'ils 
puissent vaincre facilement la résistance qu'ils rencontrent de 
la part de ces milieux. 

D'autre part, si nous considérons les résistances nuisibles 
de la seconde espèce, qui sont occasionnées par les chocs, 
comme les solides dont les machines se composent ne pré- 
sentent jamais les caractères d'une parfaite élasticité, et qu'ils 
ne conservent pas la forme rigoureusement invariable, en 
vertu du théorème de Carnot, la quantité de travail qui a servi 
à opérer la déformation est égale à la moitié de la force vive 
due à la vitesse perdue et gagnée par les corps qui se choquent. 
Ainsi les organes qui, dans les machines, se rencontrent, ne 
réagissant plus après le choc, on pourra, d'après la théorie 
du choc des corps que nous avons exposée, si aucune circon- 
stance n'y met obstacle, opérer la restitution du travail con- 
sommé, en donnant au corps choquant une masse très-consi- 
dérable par rapport à celle du corps choqué. Il est constant 
qu'il en résultera ainsi une plus grande régularité dans le 
mouvement de la machine et que la perte de travail due au 
choc sera moindre; mais il est utile de remarquer que Tac- 
croissement de la masse choquante aura pour effet d'augmen- 
ter l'énergie du frottement et de rendre la machine moins 
prompte à céder aux variations subites du travail nécessitées 
souvent par certaines fabrications. Lorsque des pièces se quit- 
tent et reviennent brusquement en contact, soit qu'elles 
abandonnent la machine, soit qu'elles transmettent le mou- 
vement, pour éviter les chocs et les changements brusques 
de vitesse, on donne peu de jeu aux articulations et l'on n'em- 
ploie, pour transformer le mouvement continu en mouve- 
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ment aliernalif, que des organes tels que les manivelles et les 
excentriques, qui éteignent et restituent graduellement la vi- 
tesse au commencement et à la lin de chaque révolution. 
Enfin toutes les pièces qui sont solidaires et qui servent à la 
transmission du travail doivent être soigneusement reliées 
ensemble et leur mouvement doit êlre continu. 

Le terme PH, qui représente le travail accompli parle poids 
des pièces de la machine, disparaîtra de Téquation des forces 
vives, lorsque le centre de gravité de tout le système restera à la 
même hauteur pendant toute la durée du mouvement ; mais, si 
H n'est pas égala zéro, il restera dans l'équation une quantité de 
travail relative au poids des pièces qui montent et descendent. 
Les roues bien centrées et les charriots qui se meuvent hori- 
zontalement sont un exemple du cas où le déplacement du 
centre de gravité est nul. Quant aux pièces qui montent et 
descendent alternativement, leur poids, augmentant et dimi- 
nuant périodiquement le travail moteur d'une quantité con- 
stante PH, il semble a priori superûu de s'en occuper, puis- 
qu'elles n'ont aucune influence sur l'effet utile de la machine, 
comme cela a lieu dans les châssis des scies verticales, dans 
les tiges et les pistons des pompes ; mais il est à remarquer 
que ces alternatives produisent des variations qui altèrent 
l'unilormiié du mouvement dont nous avons constaté l'impor- 
tance. Dès lors, dans le projet d'une machine, il importe d'y 
avoir égard. 

Pour rendre le terme PH nul, assurément le moyen le plus 
simple et le plus radical consisterait à supprimer complète- 
ment les pièces à mouvement alternatif, comme on l'a fait par 
la substitution de la scie circulaire à la scie droite; mais, quand 
leur emploi est inévitable, on doit au moins en limiter le 
nombre et en atténuer l'influence par tous les moyens pos- 
sibles. C'est dans ce but qu'il faut n'employer que des roues 
bien centrées par rapport à l'axe de rotation et que souvent 
on oppose à la masse, des pièces douées d'un mouvement al- 
ternatif, soit d'autres masses qui oscillent en sens contraire, 
soit des contre-poids qui maintiennent le centre de gravité à 
une hauteur constante. Toutefois, il ne faut pas perdre de vue 
que ce surcroît de charge augmente le frottement et qu'alors on 
doit s'assurer, parle calcul, qu'il y a un avantage réel à adop- 
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ter celte disposition. La même discussion se rapporte égale- 
mentaux pièces à mouvement alternatif horizontal, telles que 
les chariots et les châssis des scies horizontales. En résumé, 
les organes doués d'un mouvement alternatif provoquant Tac- 
lion des forces d'inertie qui nuisent à l'uniformité du mouve- 
ment, quand on ne peut se dispenser de les employer, on doit 
les disposer de manière que les vitesses s'éteignent d'elles- 
mêmes, au moment où le mouvement de ces pièces change 
périodiquement de sens. 

92 Influence de l'inertie des masses, — Considérons l'équa- 
lion des forces vives que nous avons établie, 

QÉ' = FE - RE" d= PII - II ( V',= - VJ ). 

Si le mouvement est uniforme, V, = V,, et, d'après ce qui 
a été dit sur les pièces à mouvement alternatif, le terme PH 
ne saurait exister dans l'équation. On a donc 

QE' = FE - RE'' 

ou 

FE=QE'H-IŒ'; 

ce qui montre que le travail des puissances est égal à la 
somme des travaux des résistances et que, dans ce cas, l'iner- 
tie est sans influence. 

Lorsque le mouvemeat de la machine est varié, l'égalité 
entre le travail des puissances et celui de toutes les résis- 
tances cesse d'avoir lieu pour un temps élémeniaire quel- 
conque; mais, comme le mouvement est ordinairement pé- 
riodique, c'est-à-dire qu'il devient alternativement accéléré 
et retardé, la vitesse reste toujours renfermée entre certaines 
limites. Si l'on considère une des périodes de temps qui se 
succèdent et qui soient telles que, au commencement et à la 
fin de chacune d'elles, la vitesse de la machine reste la même, 
comme le terme PH, au bout de ce temps, devient égal à 
zéro, ainsi que le terme 7l(V',» — V^), le travail des puis- 
sances pendant la période considérée est encore égal à celui 
des résistances. Ainsi, bien que, pour chaque temps élémen- 
taire, le travail moteur ne soit pas égal au travail résistant, on 
peutnéanmoins admettre l'égalité de ces travaux pendant toute 
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la durée de la marche de la machine, puisqu'elle ne cesse pas 
d'exister pour toutes les périodes qu'embrasse le mouvement. 
Quelles que soient donc les variations de la vitesse, dans Thy- 
poihèse admissible du mouvement périodique, le travail dé- 
veloppé par les forces motrices est égal au travail des résis- 
tances, pendant le temps total de la marche de la machine. 
, Pour bien apprécier Tinfluence de l'inertie ou de la force 
vive, ce qui est la même chose, remarquons que, le mouve- 
ment étant accéléré, ou V\ > V„ le terme -;i(V',*— V^), étant 
négatif, représente, dans l'équation, la portion du travail mo- 
teur absorbé qui a servi à produire la variation de la force 
vive. On déduit de l'équation générale 

et 

FE>QE'-f-UE"=î=PH. 

Donc le mouvement est accéléré lorsque le travail des puis- 
sances est supérieur à celui des résistances. 

Si, au contraire, le mouvement est retardé, c'est-à-dire si 
V, <V„ le terme ylfV;' — VJ) est positif et exprime, dans 
l'équation, une quantité de travail qui s'ajoute à celui du mo- 
teur. Il est visible que, dans ce cas, on a 

FE<QE'-f-RE"drPH. 

ce qui montre que le mouvement sera relardé lorsque le tra- 
vail moteur sera moindre que le travail résistant. 

On comprend aisément que, dans le cas du mouvement ac- 
céléré, le travail moteur se compose de deux parties dis- 
tinctes: la première est égale au travail des résistances utiles 
et passives; la seconde produit l'accroissement de force vive 
que prend la machine. Dans le cas du mouvement retardé, le 
travail moteur n'effectue qu'une portion du travail résistant, 
tandis que l'autre portion est produite par la force vive de la 
machine. En d'autres termes, lorsque le mouvement devient 
accéléré, l'excès du travail des puissances sur celui des résis- 
tances est emmagasiné dans la masse totale de la machine, 
sous forme de force vive, et, lorsqu'il est relardé, cet excès, 
ainsi tenu en réserve, se manifeste pour effectuer une quan- 
tité de travail égale à celle qu'il aurait produite directement. 
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Ainsi les masses, en venu de l'inerlie, peuvent être consi- 
dérées comme des réservoirs de travail ; elles l'emmagasinent, 
dans les accélérations, pour le restituer dans les retards. C'est 
à ce point de vue que M. Morin, d'après Tidée émise par Car- 
noi, a pu les assimiler à un élang, à un réservoir d'une roue 
hydraulique, recevant et conservant l'eau d'un ruisseau quand 
la roue ne consomme pas toute Teau, et la lui fournissant, au 
contraire, en se vidant, lorsque cette roue en dépense plus 
que n'en fournit la source. 

93. Avantages du mouvement uniforme. — La discussion 
de l'équation des forces vives nous a fait reconnattre que 
runiformité du mouvement est une condition essentielle à la 
régularité de la marche delà machine, soit que l'on considère 
le travail moteur, soit que Ton ait en vue le travail résistant. 
Il est évident, en effet, que, lorsqu'une machine se meut d'un 
mouvement uniforme, les puissances et les résistances .agis- 
sant d'une manière continue, avec une intensité constante, 
les organes restent en contact sans éprouver des chocs ou des 
changements subits de vitesse, ce qui atténue considérable- 
ment les causes capables de nuire à la solidité de la machine. 
D'un autre côté, nous rappellerons que, dans cet état dyna- 
mique, les parties extrêmes, c'est-à dire le récepteur et l'outil 
ou opérateur conservent les vitesses qui conviennent au maxi- 
mum d'effet utile et à la bonne qualité des produits que Ton 
veut obtenir. Sans contredit, ce dernier avantage est le plus 
précieux de tous ceux qui résultent de l'uniformité du mou- 
vement. On peut encore prouver, par des considérations pu- 
rement géométriques, que, pour une même quantité de tra- 
vail produit, dans le même temps, une machine, douée d'un 
mouvement varié, supporte des efforts plus considérables que 
si le mouvement est uniforme. £ii effet, les variations de la 
vitesse comportant implicitement les variations des efforts, 
le travail développé, dans le cas du mouvement varié, pourra 
êire représenté par une surface que limite une courbe, 
dont les ordonnées exprimeront les grandeurs diverses de 
l'effort variable, pendant la période considérée. Soit ABB'A' 
(^g". 62) la surface mixtiligne qui est l'expression géomé- 
trique du travail de la machine douée d'un mouvement va- 
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rié, les abscisses représeniani les chemins successivemenl 
parcourus, el les ordonnées les grandeurs de l'effon variable. 



I^ travail de la machine à mouvemeni uniforme, étant le 
même, sera représenté par la surface du rectangle ABDC, doni 
la hauteur AC sera égale à l'efforl constant moyen de reffon 
variable. Évidemment la surface du rectangle ABDC ne pourra 
être équivalente à la surrace mixliligne limitée par la courbe 
qu'autant que les ordonnées de cette courbe seroni, unlôl 
plus grandes, tantôt moindres que la hauteur AC du rectangle. 
Donc, à égalité de travail, dans un temps donné, la machine 
douée d'un mouvement uniforme supporte des efforts moins 
considérables que la machine à mouvement varié ;mai.i, comme 
les organes d'une machine doivent être calculés d'après les plus 
grands efforts qu'ils ont à supporter, il est constant que, pour 
une machine a mouvemeni varié, les pièces exigeront de plus 
fortes dimensions, ce qui augmentera leur poids el par suile 
l'énergie des résistances nuisibles. Cette comparaison met 
en lumière les avantages du mouvemeni uniforme et les in- 
convénients du mouvement varié. Il est donc de la plus haute 
importance, pour le constructeur de machines, de chercher, 
par tous les moyens possibles, suivant les cas, a réaliser les 
conditions qui permettent d'obtenir le mouvemeni uniforme 
ou, au moins, de ne pas trop s'en écarter. 

A cet efTet, comme nous lavons déjà indiqué dans le cours 
de cette discussion, il faudra, si cela est possible, n'em- 
ployer que des pièces de rotation à mouvement continu et 
supprimer toute action intermittente de la part des puissances 
et des résistances. Les roues devront être bien centrées pour 
que le centre de gravité ne monte ni ne descende, ce qui 
empêchera d'ailleurs la force centrifuge d'exercer une pression 
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sur l*axe, puisque les parties de ta roue seront ainsi symétri- 
quement disposées autour de cet axe. 

94. Moyen de resserrer les écarts de la vitesse. — Considé- 
rons l'équation relative à un travail élémentaire 

IV. c/, = Fe - de' - Re" ±? h, 
d*où Ton déduit 



Vi = 



IV. 



Si le travail élémentaire Fe de la puissance est plus grand 
que la somme des travaux élémentaires de toutes les résis- 
tances^ la variation Vy sera positive et le mouvement sera ac- 
céléré. De même, si la somme des travaux élémentaires des 
résistances remporte sur le travail élémentaire moteur, la 
variation Ci sera négative et le mouvement sera retardé; 
mais, dans les deux cas, la valeur absolue de v^ sera d'autant 
moindre que le moment d'inertie sera plus considérable et 
que la vitesse V. sera plus grande. On voit donc par là que, 
pour un même excès de l'un des travaux sur l'autre, on 
pourra limiter les variations de la vitesse en augmentant la 
masse de la machine et par l'emploi d'organes de transmission 
doués d'un mouvement de rotation très-rapide. 

95. Remarque sur la mise en marche des machines. — 
Quand une machine sort du repos, le travail élémentaire de 
la puissance l'emporte sur celui de la résistance, et la vitesse, 
d'abord nulle, croît graduellement. Cette inégalité entre les 
deux travaux provient de ce que la puissance a sa valeur 
maxima ou la résistance sa valeur minima. Évidemment l'ac- 
croissement de la force vive n'aura lieu qu'autant que le 
travail élémentaire de la puissance conservera sa supério- 
rité sur celui des résistances; mais de la constitution même 
des machines il résulte que la vitesse ne saurait croître indé- 
finiment et que, au bout d'un temps plus ou moins long, elle 
atteindra une certaine limite qui sera son maximum. Dans ce 
cas, la variation c, devenant égale à zéro, l'équation précédente 
prendra la forme 

o=:Fe — Qe'-Re"zi=lVi, 

Méc. b. — W. l'j 
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d'où 

11 est clair que cette égalité entre le travail des puissances 
et celui des résistances, qui est la condition du mouvemeul 
uniforme, ne pourra exister que si Ai=o. Faisant donc abs- 
traction du terme rtzPA, on aura 

relation qui exprime ce que nous avons déjà établi par le prin- 
cipe des travaux élémentaires : 

Le mouvement est uniforme ou bien il y a équilibre lorsque 
le travail élémentaire des puissances est égal au travail élé- 
mentaire des résistances y au même instant du mouvement. 

Principe que nous avons encore formulé de la manière sui- 
vante : 

Le moment virtuel de la puissance est égal au moment vir- 
tuel de la résistance. 

Nous avons dit, en effet, que, quelle que soit la nature du 
moteur, il existe une certaine vitesse correspondant à un ef- 
fort nul; si donc la force vive de la machine croît sans cesse 
à chaque révolution, il arrivera un moment où le point d'ap- 
plication de la puissance aura une vitesse telle que le moteur 
ne sera plus capable d'exercer le moindre effort, ce qui n'a 
pas lieu pour les résistances dont l'énergie, fort souvent, croît 
avec la rapidité du mouvement. Lorsque la force vive et le 
travail communiqué auront atteint leur limite maxima, ils 
conserveront la même valeur ou décroîtront pour croître de 
nouveau, d'une manière périodique, pendant toute la durée 
de la marche de la machine. En définitive, à partir de la vitesse 
qui correspond au travail moteur maximum, si le mouvement 
s'accélère, non-seulement l'effort diminue, mais encore cer- 
taines résistances augmentent. Par conséquent, pendant l'ac- 
croissement de la vitesse de la machine, le travail moteur dé- 
croît, tandis que celui des résistances croît de plus en plus, 
ce qui explique qu'il arrivera un moment où le travail de la 
puissance sera égal à celui des résistances. 

96. Impossibilité du mouvement perpétuel. — Des principes 
généraux qui précèdent il résulte que le mouvement perpétuel 
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est un problème absolument insoluble. Il s'agirait de con- 
struire une machine qui, une fois mise en mouvement par 
une première impulsion, non-seulement pourrait se mouvoir 
d'elle-même sans le secours d'aucune force extérieure, mais 
encore serait capable de produire un effet utile. On ne sau- 
rait contester l'immense avantage d'une telle machine, si elle 
était possible; mais, malheureusement, ceux qui s'appliquent 
à la recherche de ce problème poursuivent une chimère. Leur 
erreur provient surtout de qu'ils oublient que, dans le mou- 
vement des machines, les organes qui les composent donnent 
lieu à des résistances nuisibles; de sorte que, même dans le 
cas le plus favorable, celui où la machine marcherait à vide 
sans produire de travail utile, la force vive qui lui aurait été 
communiquée serait sans cesse diminuée par le travail des 
résistances passives et finirait par s'éteindre complètement. 
Considérons l'équation générale des forces vives 

FE — QE'- RE'di PH = jl ( V;' - V^ ). 

Supposons que l'on ait mis la machine en mouvement d'une 
manière quelconque et que, pour rentrer dans le cas du mou- 
vement perpétuel, on fasse disparaître l'action de la force ex- 
térieure. Écartant, de même, le travail utile QE', puisque la 
machine marche à vide, et remarquant que PH = o, l'équa- 
tion deviendra 

~RE" = |I(V'.^-V;), -RE" = |lV','-ilVÎ, 
ou bien 

Or RE'^, travail des résistances nuisibles, croît sans cesse 
en valeur absolue avec le temps. 11 arrivera donc un instant 
où 2RE'' atteindra IVJ. On aura donc 



o = IV 



/2 
I 



Pour que cette relation soit satisfaite, il faut que la vi- 
tesse V, devienne nulle, c'est-à-dire que la machine s'arrête. 

Ajoutons encore qu'il est aussi illusoire de s'appliquer à 
la recherche d'une machine dont Teffet utile devienne égal 
au travail moteur qu'elle a reçu. 

16. 
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Supposons que la machine possède sa vitesse de régime et 
qu'elle la conserve. Le mouvement étant uniforme, le travail 
des puissances est égal à celui des résistances. Désignant pai 
T«, le travail moteur, par Tu le travail utile et par T^ le travail 
des résistances passives, on aura 

T«^T«+Te, d'où T„>T„. 

Malgré l'évidence de ces préceptes généraux, il y a encore 
aujourd'hui des hommes intelligents, mais peu instruits, qui 
s'occupent de celte utopie. Il en est encore d'autres qui, se 
renfermant exclusivement dans l'étude de la Statique, croient 
aussi pouvoir perpétuer indéfiniment le mouvement d'une 
machine. Cette étrange prétention, de leur part, tient à ce 
qu'ils confondent la notion des forces que les machines peu- 
vent réduire ou multiplier avec la notion du travail qu'ell.es 
doivent transmettre en quantité moindre que celui qu'elles 
reçoivent. L'illusion qui se produit dans leur esprit a presque 
toujours pour cause la fausse appréciation qu'ils font des effets 
dynamiques de la machine. Ces effets se mesurent par le pro- 
duit de deux facteurs et ils n'ont en vue que la grandeur absolue 
de l'effort que suppose la résistance à vaincre. Or, quand une 
machine multiplie la force, c'est toujours au détriment de l'es- 
pace que fait parcourir cette force. Ainsi, par une combinaison 
plus ou moins ingénieuse d'organes mécaniques, on a bien pu 
multiplier la grandeur de l'effort; mais, dès qu'il a fallu entrer 
dans le domaine de la Dynamique pour entretenir la force mo- 
trice avec le travail engendré, on a rencontré une difficulté 
insurmontable. La constitution organique d'une machine et le 
travail moteur sont deux éléments d'essence très-différente 
et, quel que soit l'agencement des pièces, on comprend aisé- 
ment que le mécanisme ne pourra, en aucun cas, alimenter le 
travail moteur. 

Si l'on envisage la question du mouvement perpétuel sous 
un autre point de vue, on aperçoit encore que la perpétuité 
du mouvement implique celle des organes de la machine. 
Est-il possible que leur conservation puisse longtemps durer 
sans altération? Cette impossibilité matérielle n'a pu être con- 
statée; caries essais faiisjusqu'àce jour reposent sur des prin- 
cipes si absurdes que toutes les machines dites à mouvemeui 
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perpétuel, ayant reçu une première impulsion, ont été ré- 
duites au repos, au bout d'un temps très-court. 

En résumé, sous quelque aspect que soit considérée la re* 
cherche du mouvement perpétuel» elle constitue un problème 
insoluble: c'est vouloir faire quelque chose de rien. 

97. Théorie générale du volant. — Le volant a pour objet 
de régulariser le mouvement d'une machine et de renfermer 
entre des limites convenables les écarts périodiques de la vi- 
tesse. Le rôle que jouent les masses dans le mouvement des 
machines nous a appris que, en vertu de leur inertie, elles 
sont capables d'atténuer les accroissements et les diminutions 
de vitesse, occasionnés par les excès alternatifs du travail mo- 
teur et du travail résistant l'un sur l'autre; mais il ne s'ensuit 
pas, si l'on néglige les variations périodiques du mouvement, 
que la vitesse ne puisse acquérir une grande valeur ou se ra- 
lentir graduellement, de manière que la machine, après un 
tenips plus ou moins long, passe à l'état de repos. Cette ob- 
servation fait comprendre la différence qui existe entre les 
régulateurs et le volant. Les premiers conservent à la machine 
une vitesse moyenne, telle que, pendant un nombre quel- 
conque de périodes qu'embrasse le mouvement, la valeur 
moyenne du travail moteur soit égale à la valeur moyenne du 
travail résistant, tandis que le second doit empêcher que la 
machine ne s'écarte pas trop de la vitesse normale. 

L'emploi du volant doit avoir lieu dans les trois cas sui- 
vants : 

1° Lorsque l'action du moteur est périodiquement va- 
riable, comme dans les machines à vapeur, où, en vertu de 
son inertie, il emmagasine et restitue ensuite l'excès du tra- 
vail moteur sur le travail résistant; mais, comme cette con- 
servation et celle restitution se font à des intervalles très- 
courts, dans ce cas, le rôle du volant consiste à régulariser le 
mouvement de la machine et à le rapprocher, le plus possible, 
du mouvement uniforme. 

2? Si l'action de la résistance est périodiquement variable 
ou intermittente, comme dans les laminoirs, où il absorbe 
l'excès du travail disponible sur le travail résistant, lorsque la 
machine marche à vide, pour restituer ensuite cet excès au 
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moment où le passage du fer sous les cylindres occasionne 
une résistance que le travail du moteur serait incapable de 
vaincre longtemps, sans le secours du volant. 

3*> Si la puissance et la résistance sont à la fois périodiques 
ou intermittentes. 

11 se compose ordinairement d'un anneau en fonte relié à 
Taxe au moyen de bras de même matière, qui s'assemblent 
sur un noyau ou moyeu calé à l'arbre de rotation. 

Dans rélablissemenl du volant, il faut avoir soin de le placer 
le plus près possible des organes doués d*un mouvement va- 
riable, pour empêcher l'irrégularité de se transmettre aux 
autres pièces de la machine. Ainsi il est monté sur l'axe du 
moteur ou sur l'axe de l'opérateur, suivant que c'est le pre- 
mier ou le second qui a la vitesse la plus variable. 

On néglige habiiuellenient l'influence régulatrice des bras, 
'et, par conséquent, on assure une régularité plus grande que 
celle qui est obtenue par l'inertie de l'anneau seul. 

Appelons T l'excès du travail des puissances sur celui des 
résistances et I le moment d'inertie de l'anneau du volant. 
Appliquant le principe des forces vives, on aura 

T = il ( vv - v; ) ou I ( v;* _ v; ) = 2T. 

Si nous désignons par R, le rayon moyen de l'anneau, la 
valeur I du moment d'inertie sera MR*. Donc 

mr;(V'.'~vî) = 2T. 
P 

Remplaçant M par -> il viendra 

S 






d'où l'on tire 



Rj(V7-V;)' *^-r;(v', +V,)(V',-V,)' 
Appelant u la vitesse angulaire moyenne, on aura 

11.= -- ou 2a = V, ^-V,. 
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Substiluani dans réquation> 



P=: 



2ïgr 



R;X2a(V'. -V.) 

Si Ton s'impose la condition que la variation de la vitesse 
ne dépasse pas la vitesse moyenne d'une fraction -^ on aura 



d'où 



n 








P- 


Tgn 


Rî X2ttX - 


r;m' 



w étant la vitesse angulaire moyenne, Ri u sera la vitesse ab- 
solue à la circonférence moyenne. Si nous la désignons par V, 

nous aurons 

V = R.M et V»r=R;^«'; 

par conséquent, 

P=.I>. 
V» 

Le nombre régulateur n, que l'on appelle coefficient de ré-- 
gularitéy dépend de la fabrication des produits et de la nature 
de la machine. On comprend donc qu'il ne doit pas être le 
même pour toules les classes de machines. 

D'après Watt, dans les cas ordinaires, w = 32. Pour les 
moulins à farine, les scieries, on peut diminuer le coefficient 
de régularité, tandis que, pour les machines destinées à la 
filature du coton, du lin et à la fabrication du papier, qui 
exigent une grande régularité dans la marche, on doit l'aug- 
menter et l'élever même jusqu'à 5o et 60. En général, sa va- 
leur dépend de la perfection de l'ouvrage que l'on veut exé- 
cuter et c'est par l'observation de la marche des bonnes 
machines déjà construites que l'on apprécie, dans chaque cas 
particulier, la valeur qu'il convient d'adopter. 

D'après ce qui vient d'être dit sur le volant, on comprend 
que, pour assurer la régularité du mouvement d'une machine, 
il n'est pas nécessaire d'augmenter le moment d'inertie de 
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toutes les pièces qui la composent, ce qui occasionnerait Tac- 
croissement des résistances passives. On se contente d*y sup- 
pléer en adaptant à l'arbre de rotation l'organe supplémentaire 
dont il est question. Toutefois, comme le poids du volant 
produit aussi un surcroît de frottement, il convient d'alléger 
ce poids autant que possible, tout en lui conservant la force 
vive nécessaire à la régularisation du mouvement. C'est dans 
ce but que la masse de l'anneau se trouve rejetée à une cer- 
taine distance de l'axe de rotation. 

On se donne ordinairement le rayon moyen R» d'après des 
considérations purement locales et particulières à la machine. 
11 sera donc facile, le poids du volant étant déterminé par la 
formule générale, de connaître la section de l'anneau; car, 
désignant par a l'aire de celle section dans le sens du rayon 
el par d la densité de la matière dont le volant est formé, on 

aura 

P 



Pz=27rRiarf, d'où a = 



ITZ^^d 



L'examen de la formule apprend qu'il y a avantage à prendre 
le rayon moyen R| le plus grand possible, puisque, la section 
devenant plus petite, le volant pèsera moins et par suite le 
frottement sur les appuis, qui dépend de ce poids, diminuera; 
mais il est bon de remarquer que le volant, pendant le mou- 
vement de rotation, est soumis à l'action de là force centri- 
fuge, qui tend à séparer les bras et les segments dont se con:- 
pose la jante. Il y a donc pour la vitesse de régime particulière 
à chaque machine un rayon moyen qu'il ne convient pas de 
dépasser. Ce n'est pas le lieu ici d'entrer dans tous les détails 
que nécessite l'établissement des volants. Nous réservons celle ^ 
partie de la question pour les cas particuliers que nous aurons 
à traiter plus tard et nous nous bornerons actuellement à faire 
observer, d'après M. Morin, que la vitesse à la circonférence 
moyenne peut, sans danger, atteindre 25 à 3o mètres par 
seconde, mais qu'elle ne doit jamais dépasser cette limite 
maxima. 

98. Des manivelles. — La manivelle est un organe employé 
pour opérer la transformation du mouvement circulaire con- 
tinu en rectiligne aliernaiif et réciproquement. 
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Elle se compose d'un bras solidemenl fixé par Tune de ses 
extrémités à un arbre, avec lequel elle peut tourner, tandis 
qu'à l'autre extrémité est adapté un boulon nommé bouton 
oiimaneton, s'engageant dans le coussinet de la bielle qui lui 
communique le mouvement. On voit, par la Jig, 63, quelle 
esila forme que l'on donne ordinairement aux manivelles. La 
partie A représente le moyeu de la manivelle, dont K est le 
corps. Ce moyeu est traversé par Tarbre de rotation B. Le bou- 
lon D, qui reçoit l'action de la puissance au moyen de la bielle 
à laquelle il est articulé, s'engage dans une ouverture prati- 
quée à la tête de la manivelle et se termine par une partie filc- 
lée qui, à l'aide d'un écrou, permet de le serrer. 

Fig. t)3. 




La bielle est une pièce à laquelle on donne des formes di- 
verses; elle est, d'un côté, articulée au boulon de la manivelle 
^ij de l'autre, à la tige animée du mouvement alternatif rccti- 
ligne. 

99. Division des manivelles, — Une manivelle simple n'est 
composée que d'un seul bras, ou, si elle en a deux, les axes 
longitudinaux sont situés dans un même plan avec l'axe de 
l'arbre de rotation. 

Us manivelles multiples ou composées sont formées de plu- 
sieurs bras non situés dans un même plan avec l'axe de rota- 
lion. 
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Les manivelles simples et composées sont dites à simple 
ou à double effet, selon que les efforts transmis sur le boulon 
agissent pendant une demi-révolution ou pendant une révolu- 
tion entière. Dans une manivelle à double effet, la direction 
de la puissance change de sens à la fin de chaque demi-révo- 
lution. 

100. Manivelle simple à simple effet, — Dans la théorie qui 
va suivre, nous admettrons, avec tous les géomètres qui ont 
traité la question, notamment Navier, que la bielle est infinie, 
c'est-à-dire que, pendant le mouvement, elle occupe des po- 
sitions parallèles, hypothèse admissible lorsque la bielle, 
ainsi que cela a lieu souvent, a une longueur égale à cinq ou 
six fois celle de la manivelle. 

Supposons que la bielle se meuve dans une direction con- 
stante, verticale par exemple; appelons r la longueur de la 
manivelle et F l'effort constant transmis sur le boilton. Il est 
évident que, pendant le mouvement, le centre du boulon dé- 
crira une circonférence de rayon r et que l'effort restera con- 
stamment oblique à la direction du chemin parcouru; par 
conséquent, lorsque le boulon passera de la position A à la 
position a [fig»&^) le travail accompli sera égal au produit 

Fig. ^. 




FxXa' de l'effort constant par la projection \a' du chemin 
parcouru sur la direction de cet effort. De même, dans le pas- 
sage de a en b, le travail sera F X a'b', et ainsi de suite pour 
d'autres déplacements élémentaires; par conséquent, la quan- 
tité de travail T développée entre les points AA', c'est-à-dire 
pour une demi-révolution, sera exprimée par 

T = F(Aa'-f a't'H-...) ou T = Fx AA'== 2Fr. 
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101. Fariation du travail. — Pour apprécier le degré de 
régularité du Iravail d'une manivelle simple à simple effets 
nous allons estimer le travail élémentaire maximum, le tra- 
vail élémentaire minimum, le iravail élémentaire moyen et 
comparer ces travaux entre eux. Commençons, à cet effet, 
par chercher l'expression générale du travail élémentaire ou 
instantané.' 

Considérons la manivelle quand le bouton s'est déplacé 
d'une quantité ah, que nous appellerons a. Le travail aura 
pour valeur F x bb' [fig. &^], 




A la limite, le triangle mixtiligne abb' , pouvant être consi- 
déré comme rectiligne, sera semblable au triangle bOd. On 
aura donc 

Ob_Od ^_2^ 

ab ~ bb' ^" a~ bb' ' 

d'où 



a 



bb'=r:-Od. 

r 



Substituant dans l'expression du travail élémentaire, on 
aura 

/r=F-Orf. 
r 

Les quantités F, a, r étant constantes, la valeur de / dépend 
uniquement du bras de levier de F, à un instant quelconque. 

Le travail élémentaire sera donc maximum ou minimum, 
selon que le bras de levier Od deviendra lui-même maximum 
ou minimum. Or, comme Orf est la projection de la manivelle 
sur un diamètre horizontal, il deviendra maximum lorsque la 
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manivelle seprojeilera en véritable grandeur, ce qui aura lieu 
pour la position horizontale de la manivelle. Dans ce cas, 
Od = r et l'on a 

t=:¥^ r=¥a. 
r 

Lorsque le bouton sera aux points morts A, A', le bras de 
levier étant nul, puisque la projection de la manivelle est un 
point, le travail sera égal à zéro. 

Cherchons maintenant le travail instantané moyen. Dans ce 
cas, l'effort, quelle que soit la position de la manivelle, doit 
agir avec la même énergie; d'où il résulte que la longueur 
de son bras de levier doit être constante ou, en d'autres termes, 
que la direction de cel effort doit être constamment tangente 
à la circonférence décrite par son point d'application. Ainsi 
on appelle bras de levier moyen d'une manivelle la distance 
à partir du centre de rotation où l'on doit appliquer langen- 
tiellement l'effort constant pour que le travail développé pen- 
dant une révolution soit égal au travail développé par ce même 
effort agissant sur le bouton. 

Appelant x la longueur de ce bras de levier, le chemin par- 
couru par le point d'application sera 27:0: et le travail déve- 
loppé sera exprimé par F x ^nx, puisque la force agit alors 
dans la direction du chemin parcouru. On aura donc 

2F7r:ri=2Fr, d'où x = - = o,3i8r. 

Ainsi le bras de levier moyen est approximativement égal 
au tiers de la longueur de la manivelle. Désignant para, l'arc 
élémentaire décrit par l'extrémité de ce bras de levier, le tra- 
vail instantané moyen sera représenté par Fa,. Les deux arcs 
a et a„ éiatit semblables, sont proportionnels à leurs rayons; 

d'où 

«, z= o,3i8a. 

Par conséquent le travail élémentaire moyen aura pour va- 
leur 

FXo,3i8a ou o,3i8Frt. 



DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE YI. 253 

Prenant le travail élémentaire maximum pour terme de 
comparaison. 

Maximum / = i , 

Minimum /' = o, 

Moyen /"=o,3i8. 

Les trois travaux seront donc entre eux comme les nombres 
1,0 et o,3i8 ou bien les écarts de ces travauxseront : 
1° Écart du travail maximum et du travail moyen 

I — o,3i8 = 0,682. 

7P Écart du travail moyen et du travail minimum 

o,3i8 — 0=: o,3i8, 

ou, en d'autres termes, le travail moyen diffère des deux tra- 
vaux extrêmes des 0,682 et o,3i8 du travail maximum. 

Si nous voulons connaître la variation du travail pendant 
une demi-révolution seulement, remarquons que, dans ce 
cas, le chemin parcouru par l'extrémité du bras de levier 
moyen est égal à t:js\ d'où 

FX7r^ = 2Fr et jr = - rr= 0,637 r. 

Désignant, comme précédemment, par a^ Tare élémentaire 
décrit par rexlrémi>té du bras de levier moyen, le travail in- 
stantané moyen sera Fa, et, comme «1== 0,637a, ce travail 
aura encore pour valeur 0,637 Fa. 

Comparant les deux travaux instantanés moyen et minimum 
au travail maxinium pris pour unité, on aura 

Maxirpum / = i , 

Minimum /' == o, 

Moyen /"= 0,637. 

Ce qui montre que le plus grand écart est moindre que pen- 
dant une révolution entière. 

102. Représentation graphique d'une manivelle simple, à 
simple effet. — Pour trouver graphiquement le travail déve- 
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loppé pendant une demi- révolulion, remarquons que le tra- 
vail correspondant à cette période est la somme des travaux 

élémentaires, tels que / = F - Orf; expression dans laquelle F 

représente Teffort constant transmis sur le bouton par la bielle, 
a Tare élémentaire décrit par le centre de ce bouton et Orfle 
bras de levier variable. 

Cette expression est le produit de deux facteurs, Tun re- 
présenté par Tare élémentaire a et l'autre par — \ car 

F.Orf 



On obtiendra facilement le premier en divisant la circonfé- 
rence décrite par le bouton de la manivelle en un très-grand 
nombre de parties égales. Pour avoir le second, posons 

F.Od ., . ^ Od 

X=: » d OU -=i--^ 

r £ r 

ce qui indique que le second facteur est une quatrième pro- 
portionnelle aux trois quantités r, F et Od. Ainsi le travail in- 
stantané pourra être représenté par la surface d'un rectangle, 
dont les dimensions respectives seront Tare élémentaire a et 
F.Oûf 
r 
Cela posé, partageons, en un certain nombre de parties 
égales, en douze par exemple, la demi-circonférence décrite 
par le boulon de la manivelle et soit AB [fig- 66 et 67) celte 
demi-circonférence reciifîée, divisée aussi en douze parties 
égales, de sorte que A «, aby bc,. . . seront les arcs AA,, A, Aj, 
Ai As, . . . développés. Au point origine A de la circonférence 
rectifiée, menons une perpendiculaire AF à AB, que nous sup- 
poserons égale à l'effort constant F transmis sur le boulon et 
traçons, sous un angle quelconque avec AF, une droite AS 
égale à la longueur r de la manivelle. Joignons le point S au 
point F et portons, à partir du point A, une longueur Am 
égale au bras de levier Od, de l'effort constant lorsque le bou- 
ton delà manivelle occupera la position A,. Si, par le poinim, 
nous menons la parallèle mm' à SF, la partie interceptée Am' 



sur AF représentera la hnuleur du rectangle qui esi l'expres- 
sion géométrique du travail élémentaire dans le passage de A 
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en A, du bouton de la manivelle; car la comparaison des deux 

iriaiigle! 



mblables ASF, 
AF 



/ donne 
F 



îsi donc, au point a du di-veloppement do la circonférence, 
on mène une perpendiculaire à AB et, par le point m', une 
parallèle à la même ligne, on obtiendra un rectangle \aa' m', 
qui représentera le travail élémentaire développé par l'effort 
constant lorsque le boulon de la manivelle décrit l'arc AAi. 
Pareillement, pour le iraïail élémeniaire correspondant au dé- 
placement Al Al, portons sur AS une longueur An égale au 
nouveau bras de levier Od,. La droiie nn' , menée parallèle- 
ment à SF, déterminera sur AF une longueur An', qui sera la 
hauteur du second rectangle, représentant le travail élémen- 
taire dans le passage de A, en A,. On obtiendra ce rectangle 
abb'a" en élevant une perpendiculaire à AB au point b et en 
lui menant une parallèle par le point n'. On exprimera de la 
même manière les travaux élémentaires relairTs aux déplace- 
ments qui suivent, jusqu'à ce que le bouton de la manivelle 
soit parvenu au point mort inTérieur. 
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Remarquons présentement que, si les deux points A et a 
sont très-voisins, à la limite le rectangle kaa! m! se confondra 
avec le triangle kaa\ Dans la même hypothèse, le rectangle 
«66' a" pourra être confondu avec le trapèze abb'a'; par con- 
séquent, si par les points tels que «', b\ c',..., obtenus d'après 
la méthode que nous venons d'indiquer, on fait passer une 
ligne continue, concurremment avec le développement de la 
demi-circonférence décrite parle bouton de la manivelle, elle 
limitera une surface qui représentera, par quadrature, le tra- 
vail que développe l'effort transmis sur le bouton d'une ma- 
nivelle simple, à simple effet. 

Pour trouver l'expression géométrique du travail moyen, 
remarquons que le bras de levier, ainsi que l'effort, étant con- 
stant, ce travail sera représenté par la surface d'un rectangle. 

Comme nous avons trouvé précédemment que ce bras de le- 

/» 
vier x=^-"> prenons une longueur AK sur AS, qui lui soit 

égale, et par le point K menons KK' parallèlement à SF. Le 
rectangle ARGK', qui a pour base la circonférence entière rec- 
tifiée AR et pour hauteur AK', représentera le travail moyen; 
car la similitude des triangles AKR', ASF donne 

ak; -AF 

AK ~ AS' 
d'où 

^^,^AK><AF^ AK-îl^^.^. 

AS TT X r TT 

Par conséquent, 

rectangle ARGK' == - X AR r:^ '^ X'^r.r ^ ^^^ 

TT TT 

Pour une demi-révolution, le travail moyen serait repré- 
senté par le rectangle ABHK'. Ce travail peut encore être ob- 
tenu d'une autre manière. Appelons A l'aire limitée par la 
courbe et la demi-circonférence rectifiée. D'après ce que nous 
avons vu sur le travail des forces variables, l'effort capable de 
produire, pendant une demi-révolution, la même quantité de 

travail que l'effori transmis sur le boulon aura pour valeur — • 

Tir 
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Prenons sur AF une longueur AM qui représente la grandeur 
de cet effort; évidemment le rectangle ABNM, qui a pour base 

AB = 7rr et pour hauteur AM = — , sera l'expression du tra- 
vail moyen. 

103. Manivelle simple à double effet.— Dans une manivelle 
simple à double effet, l'effort constant agissant pendant une ré 
volution, le travail développé sera égal à deux fois le travail 
d'une manivelle à simple effet. On aura donc 

T = 2Fr-4-2Fr = 4F/\ 

Parles mêmes considérations que dans le cas précédent, on 

aura 

Maximum / = Fa, 

Minimum / = o. 

Appelant x le bras de levier moyen, il viendra 

2r 
Fx 2Tr^ = 4^^''* ^*où x = — = 0,637/-; 

«, étant l'arc élémentaire décrit par l'extrémité du bras de le- 
vier moyen, le travail instantané sera Fa, et, en vertu de la 
proportionnalité des arcs semblables à leurs rayons, 

«1 = 0,637 a, 

d'où 

irav. élém. moyen = 0,637 ^^• 

Prenant encore le travail maximum pour terme de compa- 
raison, on aura 

Maximum t = \, 

Minimum /' == o, 

Moyen r=r 0,637. 

Ainsi le travail d'une manivelle simple à double effet est 
moins irrégulier que celui d'une manivelle simple à simple 
effet. 

104-. Représentation graphique du travail d'une manivelle 
simple à double effet. — Puisque le travail d'une manivelle 
à double effet est égal à deux fois celui d'une manivelle à 

JUéc. D. — H. 17 
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simple effel, il est évident qu'il sera représenté par deux, sur- 
faces égales, telles que celle que nous avons obtenue dans le 
cas précédent [fig> 68). 

Fig. 68. 




Pour avoir l'expression géométrique du travail moyen, pre- 
nons sur AS une longueur AK égale au bras de levier moyen 

- r et menons KK' parallèlement à SF, le rectangle de hau- 

teur AK' et de base AC = 2 ttt représentera ce travail ; car les 
deux triangles semblables AKK^ ASF fournissent la relation 
suivante : 

AK' AF , , .. AK' F 

-rjF == -rs' c esl-a-dire = -9 

AK AS 2r r 



TT 



d'où 



Tzr TT 



Par conséquent, 



2F 2F 

rectangle ACDK'=: — x AC ~ — x 2 7r/--4F/\ 



105. Manière de régler le poids des équipages d'une mani- 
velle. — Des considérations qui précèdent 11 résulte que la 
puissance, à la fin delà première demi-révolution, peut cesser 
d'agir, circonstance qui se rapporte aux manivelles à simple 
effet; que son action peut continuer pendant la seconde demi- 
révolution, en changeant de sens, ou enfin qu'elle continue à 
agir dans la même direction. Ce dernier cas évidemment est 
relatif à la pesanteur dont l'action se manifeste sur les pièces 
à mouvement alternatif. Puisque cette dernière force agît suc- 
cessivement comme puissance et comme résistance, il imporie 
d'examiner quelle est son influence sur les écarts du travail. 
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Soit/? le poids des pièces à mouvement alternatif, composé 
du poids de la bielle et de son équipage. Il est à remarquer 
que cette force, suivant le sens du mouvement, s*ajoutant à 
la puissance ou en étant alternativement retranchée, n*apporte 
aucune modiQcation à la quantité de travail développée pen- 
dant une révolution entière et par suite le bras de levier 
moyen conserve la même valeur que dans le cas où Ton né- 
glige l'action de la pesanteur. Il en résulte encore que le mo- 
ment virtuel moyen sera invariable; et, comme le moment 
virtuel de la puissance ne cesse pas d'être nul lorsque le bou- 
ton de la manivelle est parvenu aux points morts, on voit ai- 
sément que Tinfluence des pièces à mouvement alternatif 
solidaires de la manivelle s'exercera seulement sur le travail 
instantané maximum. 

On comprend, d'après cela, la manivelle étant à simple ou 
à double effet, que les excès du travail élémentaire maximum 
des forces F ei p sur le travail élémentaire moyen seront plus 
considérables que dans les cas précédents, si le poids p agit 
dans le même sens que la puissance F, puisque le travail Fa 
sera augmenté de pa, 11 est donc essentiel, dans ce cas, 
d'équilibrer l'équipage autour de Taxe de rotation. Les choses 
ne se passent pas ainsi si, la manivelle étant à simple effet, le 
poids p agit en sens contraire de la puissance F; alors l'action 
de la force F étant dirigée de bas en haut et le poids p agis- 
sant de haut en bas, le travail instantané maximum qui corres- 
pond à la position horizontale de la manivelle aura pour valeur 
(F — />)« dans la première demi-révolution, tandis que, dans 
la seconde, il sera pa, puisque la force F a cessé d'agir et que 
l'action du poids p continue pendant toute la durée du mou- 
vement. H est constant que, pour apprécier l'écart du travail 
maximum sur le travail moyen, Il faudra prendre le plus grand 
des travaux que nous venons d'estimer, c'est-à-dire que l'on 
prendra (F — p)a si l'on a 

[F — p)a^pa ou F~p^p, 

et 

pa si /?a>(F — p)no\xp^F—p. 

On voit facilement que le travail de la manivelle sera d'au- 
tant moins irrégulier que la différence des écarts entre eux 
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pour les deux demi-révolulions sera plus petite. La condi- 
tion la plus avantageuse se rapporte donc au cas où Ton aura 

[F — p)a = pa, 

d'où 

F =z 2p et p = ^¥. 

Par conséqueni, le travail élémentaire maximum aura pour 

valeur 

j¥a ou o,5Fa. 

Les travaux élémentaires moyen et minimum ayant con- 
servé leurs valeurs respectives o,3i8Frt et zéro, on voit que 
l'irrégularité du travail est moindre que pour les cas précé- 
dents. 

106. Manivelle double à double effet. — Pour atténuer Tir- 
régularité de l'action exercée par la puissance sur une seule 
manivelle, cette puissance fort souvent est également répartie 
entre deux ou plusieurs manivelles, calées sur le même arbre 
de rotation, de manière que les plus grands moments des ef- 
forts exercés par les unes correspondent aux plus petits mo- 
ments des efforts exercés par les autres. Tel est l'objet des 
manivelles multiples. 

Considérons d'abord le cas où le système est composé de 
deux manivelles à double effet. Si les axes longitudinaux des 
deux bras sont contenus dans un même plan avec Taxe de ro- 
tation, de manière que les boutons soient diamétralement op- 
posés, les particularités que présente cette disposition sont 
absolument les mêmes que celles de la manivelle simple. On 
ne peut donc ainsi diminuer les irrégularités du travail. Au 
contraire, on y parvient au moyen d'une manivelle double, 
dite manivelle coudée, dont les deux bras ne sont pas dans le 
même plan avec l'axe de rotation (Jig. 69). 

Il est évident que le travail total pour une révolution est 
égal à la somme des travaux développés par les efforts trans- 
mis sur les deux bras. On aura donc 

T=r4F/M-4Frr=8Fr, 

Pour connaître les variations du travail instantané et en dé- 
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duire l'angle que doivent former les bras, dans les condilions 
les plus avaniageuses, considérons la manivelle dans deux 



positions différenies : i° lorsque les bras se trouvent d'un 

même côté d'un diamètre horizontal {Jig. 70) ; .2° lorsqu'ils 




sont situas d'un même côté d'un diamètre vertical [fig. 71 ). 

Soient OA, OB les deux bras de la manivelle projetés sur un 

plan perpendiculaire à l'axe de rotation {Jig. 70). D'après la 
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disposiiion adoptée, on voit que le travail élémentaire de la 
manivelle se compose de la somme des travaux élémentaires 

Fig. 71. 




développés par les efforts transmis sur chacun des bras. On 
aura donc, première position de la manivelle, 



ou 



f = F-0rf-+-F-0d', 
/• r 



t=¥'^iOd-hOd')--.F~dd' 



Comme F, a, r sont des quantités constantes, le travail in- 
stantané maximum correspondra à la plus grande valeur de 
dd'. Or, dd' étant la projection de la corde AB sur un diamètre 
horizontal, il faut que AB se projette en véritable grandeur, ce 
qui aura lieu si AB est parallèle au diamètre horizontal. Ainsi, 
dans la première position de la manivelle, la limite supérieure 
du travail instantané correspond à la position horizontale de 
la corde AB. Le point I étant le milieu de la corde AB, ce 
travail maximum sera ainsi exprimé 

/=:F-2AI. 

r 

Dans la seconde position de la manivelle, nous aurons pour 
l'expression du travail élémentaire [Jig. 71) 

/^F-0c/-4-F-0d' ou t^zV^iOd-hOd']. 
r r r ^ 
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La droite dd' étant la projection de AB sur le diamètre ho- 
rizontal, la projection du point I sera au point m, milieu de 
dd' . On aura donc 

Od = 0m — dm, Od' = Om-h d* m. 

Ajoutant membre à membre et remarquant que dm := d'm, 
on aura 

Od-r-Od'^ziOm. 

Substituant dans l'expression du travail élémentaire, il vien- 
dra 

/ = F-20m. 
r 

Comme Om est la projection de la droite 01 sur le diamètre 
horizontal, dans cette position de la manivelle le travail sera, 
maximum lorsque 01 se confondra avec ce diamètre, ce qui 
aura lieu pour la direction verticale de la corde AB. 

Puisque les deux bras' ne sont pas dans le prolongement 
l'un de l'autre, le travail instantané du système ne pourra ja- 
mais devenir nul; mais on comprend que la limite inférieure 
de ce travail correspondra à la position verticale de l'un des 
bras, attendu que pour ce bras, dans celte position, le travai'. 
est nul. 

Remarquons présentement que, si la première valeur du 

travail maximum F - 2 AI devient très-grande lorsque la corde 

croît, la seconde F -20m décroîtra, puisque plus une corde 

est grande, plus sa distance au centre est petite; par consé- 
quent, abstraction faite du travail moyen, l'écart de ces deux tra- 
vaux pourra devenir relativement considérable. On le réduira 
le plus possible en faisant AI = 01; de sorte que, le triangle 
rectangle AOI étant isoscèle, Tangle AOI = 45*'; l'angle lOB 
ayant la même valeur, Tangle AOB sera droit. Ainsi, pour la 
régularité du travail, il convient que les deux bras soient calés 
à angle droit, l'un par rapport à l'autre. On peut encore, par 
d*autres considérations, arriver à la même conclusion. 

Appelant a le demi-^angle AOI des deux bras, puisque la 
limite supérieure du travail correspond à la position horizon- 
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taie de la corde AB, il est clair que, celte condition étant sa- 
tisfaite, la projection Od sera égale à AI. Du triangle reclangle 
AIO, nous déduisons 

AI ou Od= rsina ; 
d'où 

d 1 F Cl 

t=zF-iAJ= rsina ou /=:2Fasina. 

r r 

Considérant la manivelle dans la seconde position, lorsque 
AB esl verlicale, on a aussi 

01 ou Om=^rcosa, 

d'où 

^a ,.^ 2Fa ^ 

/ = F-20I= rcosa ou / = 2F«cosa. 

r r 

Pour le travail minimum, le bouton de Tun des bras étant 
au point mon, le bras de levier Od de la force qui agit aura 
pour valeur rsin2a; donc, dans ce cas, 

t = ¥ - rsin^oc = Fasin2a 
r 

ou 

/ = 2Fasinacosa. 

Lorsque sina augmente, cosa diminue. Ainsi, pour resser- 
rer les écarls le plus possible, on fera 

sina = cosa, 

d'où 

a = 4^*^» d'où 2 a = 90*». 

D'après cette discussion, l'angle des deux bras étani droit 
et de plus la limite supérieure du travail instantané corres- 
pondant à la position verticale ou à la position horizontale de 
la corde AB, la projection sera le côté du carré inscrit ou r^'j 
donc 

Maximum. . . i= i^^iiFa, 
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Quand Tun des bras est vertical, Taulre élani horizontal, 
on aura 

Minimum /=:F-Xr=:F«. 

Présentement, déterminons le travail instantané moyen, ce 
qui nous permettra d'apprécier le degré de régularité de Tac- 
tion des forces qui sollicitent les deux bras. Soit x la lon- 
gueur du bras de levier moyen. Pendant une révolution, le 
travail moyen aura pour valeur aFxaTr^, puisqu'au travail 
variable de chaque bras correspond un travail moyen Y .itzx. 
On aura donc 

1 r 
2FX27r^=:8Fr, d'où x^= — =:o>637r. 

Le travail instantané moyen relatif à l'un des bras aura pour 
valeur 0,687 F^» ^t, pour les deux bras, on aura 

Moyen / rrr 2 x o,G37Fa== i ,9.74Frt. 

Comme dans les cas qui précèdent, comparons ces trois tra- 
vaux en prenant le travail maximum pour unité. On obtiendra 

Maximum. . * / == 1 

Minimum. ...... r r^ — , , .^ =:. 0,707, 

Moyen / = — , ; „ = 0,00, 

^ i,4i4Fa ^ 

Ces trois nombres, comparés à ceux précédemment obte- 
nus, nous montrent que le travail d'une manivelle double à 
double effet est beaucoup plus régulier que celui de la mani- 
velle simple. 

107. Représentation graphique du travail d'une manivelle 
double à double effet. — Soient OA la longueur de chaque 
bras de la manivelle et F l'effort constant transmis par la 
bielle sur le boulon (Jig. 72 et 73). Partageons la circonfé- 
rence et son développement en un très-grand nombre de par- 
ties égales. Au point origine B, élevons une perpendiculaire 
BF éeale à l'effort constant F et tironS; sous un angle quel- 
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conque avec BF, une droite égale à la longueur de la mani- 
velle; enfln joignons le point S au point F. Les deux bras 
étant rectangulaires, si nous supposons Tun OA vertical, 



Fig. 73. 





l'autre OA' sera horizontal; par conséquent, le travail instan- 
tané relatif au premier bras sera un minimum, tandis que ce- 
lui du second bras sera un maximum. Construisons, comme 
nous l'avons fait précédemment, la courbe du travail pour le 
premier bras et remarquons que, le bouton du second bras 
étant au point A', la courbe du travail pour ce bras aura son 
origine à gauche du point B, à une distance égale au quart 
du développement de la circonférence. Au moment du dé- 
part, la première courbe ayant son origine au point B, le 
point correspondant de la seconde courbe sera à Textré- 
mité F de la droite BF, puisque le travail instantané du se- 
cond bras est alors un maximum. Lorsque le bouton du 
premier bras a décrit Tare AAi, celui du second a décrit un 
arc égal à A' As et le bras de levier de Tetfort est Od. Pour 
avoir le point de la courbe relatif à ce déplacement, portons 
sur AS, à partir du point B, une longueur Bm égale à Od et 
menons mm' parallèlement à SF, d'après ce que nous avons 
vu, le point de rencontre û' de la parallèle à BD, menée par le 
point m' avec la perpendiculaire aa' élevée au point a sur la 
même droite, sera le point cherché. On obtiendrait de même le 
point 6' de la courbe en portant, sur BS, la longueur Bn égale 
au bras de levier Od' de l'effort, lorsque le bouton du second 
bras est parvenu au point A4. Par cette construction, on ob- 
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tiendra la courbe Fa'u'b'c pour un quart de révolution du 
second bras de manivelle. On construira d'une manière iden- 
tique les courbes du travail pour les autres parties d'une ré- 
volution entière. Enfin, ainsi qu*on le voit, la question se 
réduit à totaliser les quantités de travail développées par les 
deux bras de la manivelle. 

A cet effet, remarquons que, lorsque les deux boutons ont 
décrit deux arcs égaux, dont le développement est Ba, le 
travail du premier bras est représenté par Baa^' et celui 
du second par Baa'F; par conséquent, le travail relatif à ce 
déplacement sera égal à la somme de ces deux surfaces. Il est 
visible qu'en faisant la somme des ordonnées du même point, 
00 obtiendra une surface BaAF, qui sera approximativement 
l'expression géométrique du travail élémentaire correspondant 
au déplacement A a. L'ordonnée de l'une des courbes étant 
nulle, BF sera l'un des côtés parallèles du trapèze et l'autre ak 
sera égal à aa' augmenté de aa'\ De même, pour un déplace- 
ment représenté par au sur le développement, le travail du 
premier bras a pour expression la surface auula" et celui du 
second la surface auu' a\ Ajoutant à l'ordonnée aa" l'ordon- 
née «a' et à l'ordonnée uu' sa propre longueur, puisque le 
point u' est commun aux deux courbes, le trapèze auu" h 
représentera le travail pour ce nouveau déplacement. En con- 
tinuant ainsi de suite à faire la somme des ordonnées des 
courbes qui se croisent, on obtiendra, si la circonférence a 
été divisée en un très-grand nombre de parties égales, une 
série de points tels, que la courbe continue que l'on fera pas- 
ser par ces points limitera, concurremment avec le dévelop- 
pement de la circonférence et avec les ordonnées extrêmes, 
une surface dont la quadrature exprimera le travail déve- 
loppé, pendant une révolution, par une manivelle double à 
double effet. 

Pour trouver l'expression géométrique du travail constant 
pendant une révolution, nous ferons observer que, le bras de 

levier moyen étant - r, comme la manivelle est double, on 

doit porter sur BS une longueur BR égale à deux fois - r. 
Menant par le point R une parallèle à SF, la droite BE sera la 
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hauteur du reciangle qui représentera le travail moyen; car 
on a 

BFBE 

BS~ BR' 

d'où 

Par conséquent, 

rectangleBDCE :^_ t!— x BD = -tii x 27rr=: 8Fr. 

108. Travail d'une manivelle en tenant compte des obli- 
quités de la bielle. — Dans les divers cas que nous avons exa- 
minés, nous avons admis que les directions de la bielle ne 
cessaient pas d'être parallèles, ce qui nous a conduit à une so- 
lution suffisamment exacte pour les besoins de la pratique; 
mais lorsque la bielle est très-courte, ce qui a lieu dans les 
locomobiles et dans certaines machines fixes, il n'est plus 
permis de négliger son obliquité et de la considérer comme 
agissant suivant une direction constante. La solution générale 
de la question exige des calculs très-compliqués que Ton peut 
remplacer par un procédé graphique qui convient parfaite- 
mentaux applications. Puisque l'angle formé par la bielle avec 
la tige qui la commande varie à chaque instant du mouvement, 
il est clair que l'intensité de l'efTort transmis ne reste pas con- 
stante et qu'elle dépend de la valeur de cet angle. Avant 
tout, indiquons comment on peut calculer la grandeur de 
l'effort pour une position quelconque du bouton de la mani- 
velle. 

Considérons le cas d'une machine verticale à mouvement 
direct et soient 

OA = r la longueur de la manivelle; 

MN := ir la course du piston , 

AN la longueur de la bielle; 

ac la grandeur de l'effort agissant sur la surface du piston 

Supposons le bouton de la manivelle au point mort infé- 
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rieur A et se déplaçanl d'une quanlilé AA,. Si du point A,, 
avec un rayon égal à la longueur de la bielle,, on décrit un 

Fig. 7/|. 




arc de cercle, le point a, ou il rencontre la verticale, donne, 
par sa distance au point N, une longueur aN qui est le che- 
min parcouru par le piston, lorsque le bouton de la mani- 
velle a décrit Tare AA| et la position correspondante de la 
bielle est représentée par Ai a. A partir du point «, portons 
la longueur ac, qui exprime l'intensité de l'effort exercé sur 
le piston, et décomposons cet effort en deux autres, l'un ad 
dans la direction de la bielle et l'autre ab perpendiculaire 
à OA. Ce dernier est détruit par la résistance des guides. Dé- 
signons par a l'angle de la bielle avec la verticale, par P l'ef- 
fort constant ac et par F celui qui est transmis par la bielle mo- 
trice sur le bouton de la manivelle. Du triangle rectangle adc 
on déduit immédiatement 



ac = ad cosoc ou P — Fcosa, 



d'où 



cosa 



I 
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Transportons refTort F sur le bouton de la manivelle au 
point Ai et décomposons encore cet effort en deux autres, 
Tun Al n vertical et l'autre Ai m suivant Taxe de la manivelle. 
Comme ce dernier est neutralisé par la résistance qu'oppose 
Taxe de rotation, nous n'aurons à considérer que l'effort Ain 
ou P'. Ainsi, pour cette position du bouton, le système se 
trouve exactement dans les mêmes conditions que si l'effort 
était transmis sur le bouton par une bielle verticale. 

Appelant 9 l'angle au centre AOA, et (3 l'angle OA, «, on 

aura 

j3z= i8o«~- (a-f- cp). 

L'angle ^ étant ainsi déterminé et d'ailleurs les angles /iSA„ 
S/i Ai étant respectivement égaux aux angles (3 et <p, le triangle 
/2SA1 fournira la relation suivante : 



d'oii 



Ai n 

A. S 


sin(3 
sin9 


F sinÔ 

ou -=T -:— ^5 

h sin9 




P'^t: 


Fsinp 



sin9 
Remplaçant F par sa valeur trouvée plus haut, 

P sinp 



p/^ 



cosa sin9 



On comprend que cette opération doit être réitérée pour 
toutes les positions du bouton de la manivelle et que, par la 
méthode précédemment indiquée, on obtiendra facilement lo 
surface qui représente le travail de la manivelle correspon- 
dant à une révolution. 

109. Représentation graphique. — Soient OA la longueur de 
la manivelle et ka' celle de la bielle (^g*. 75 et 76). Divisons la 
circonférence et son développement en un certain nombre de 
parties égales et supposons que le bouton de la manivelle 
passe du point mort inférieur A au point A|. En décrivant du 
point Ai, comme centre, avec un rayon égal à la longueur de 
la bielle un arc de cercle, on obtiendra un point «„ tel que 
a* ax sera le chemin parcouru par le piston correspondant au 
déplacement AA| du bouton de la manivelle. A partir du 
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point a,, portons sur la verticale une longueur «, /r égale à 
l'iniensiié de l'effort qui agit sur la surface du piston, et re- 
marquons que cet effort se décompose en deux autres, Tun 




Fig. 76. 




^/, m transmis par la bielle molrice sur le boulon et l'autre 
perpendiculaire à la direction de la tige, qui est détruit par 
la résistance des guides. La perpendiculaire Od abaissée du 
point sur la direction de la bielle, quand le bouton de la 
manivelle occupe la position A,, sera le bras de levier de cet 
effort. En faisant les mêmes constructions que dans le cas 
précédent, on obtiendra les deux courbes qui limitent les sur- 
faces représentant le travail développé pendant une révolu- 
lion. Nous ferons observer que la grandeur de Teffort varie 
avec l'obliquité de la bielle, mais que les deux courbes sont 
symétriques. En divisant la surface obtenue par le développe- 
ment PQ = 2 7rr de la circonférence, on obtiendra la hau- 
teur PH du rectangle PQRH qui représente le travail moyen. 
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110. Résistance des matériaux,— Celle branche de la Mé- 
canique appliquée est, sans coniredil, une des plus impor- 
lanies. Elle se rapporie aux déformaiions que les organes des 
machines ou les malériaux employés dans la conslruciion sont 
exposés à subir sousTacUon des efforls exlérieurs qui lessol- 
licilenl. La cohésion des molécules détermine alors, dans les 
corps solides^ des résistances qui réagissent contre ces ef- 
forts. Comme les déformaiions dépendent de la grandeur des 
efforts extérieurs, de leur direction et de la position du 
point d'application, on comprend l'utilité, pour le conslrur- 
teur, de connaître la limite au delà de laquelle elles ne pour- 
raient avoir lieu sans compromettre la solidité des pièces. 
Dans ce Chapitre, nous nous proposerons donc de calculer les 
dimensions qu'il convient de donner à ces pièces pour qu'elles 
puissent supporter, en toute sécurité, les efforts extérieurs 
qui tendent à en altérer la forme. 

111. Efforts à considérer dans les machines et dans les con- 
structions, — Les matériaux que l'on emploie sont soumis à 
des efforts instantanés ou permanents qui les étendent, les 
compriment y \qs fléchissent ou les tordent. De là quatre ef- 
forts différents à considérer : 

1° L'effort de traction ou d'extension qui sollicite le corps 
dans le sens de la longueur et tend à V allonger. Tel est le cas 
d'un poids supporté par une corde ou par une barre de fer 
verticale. Il en est de même de l'effort supporté par la tige du 
piston d'une machine à vapeur, dans le mouvement de des- 
cente du piston. 

2° V effort de compression qui presse le corps et tend à le 
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refouler dans le sens de la longueur. Cet efForI se manifeste 
dans une pièce debout, supportant un poids à la partie supé- 
rieure. La tige du piston d'une machine à vapeur' est égale- 
ment soumise à un effort de compression, dans le mouvement 
ascensionnel de ce piston. 

3** Leffort de flexion qui agit perpendiculairement à la 
longueur de la pièce et lui fait prendre une forme courbe. 
Tel est, par exemple, Tefforl qui agit à Tune des extrémités 
d'une pièce de forme prismatique encastrée dans un mur par 
l'autre extrémité. 

4" L'effort de torsion qui tend à tordre la pièce autour de 
son axe. Ce cas se présente lorsqu'une pièce est encastrée 
par une extrémité, tandis qu a l'autre extrémité, au moyen 
d'un levier perpendiculaire à l'axe, on applique une force qui 
lend à imprimer à celle pièce un mouvement de rotation. Tel 
est encore l'effort supporté par l'arbre d'un treuil sollicité à 
lourner dans un sens par l'action du poids que l'on veut éle- 
ver et à tourner en sens contraire, en vertu de l'effort appli- 
qué à la manivelle. 

112. Effort de traction. Hypothèses diverses. Module ou 
coefficient d'élasticité. — Les géomètres qui se sont occupés 
de cette question, en l'absence d'observations rigoureuses, 
ont été conduiis à admettre implicitement et explicitement 
les hypothèses suivantes, qui servent de base à la théorie de 
la résistance à la traction : 

1° Lorsqu'un solide, est soumis à un effort de traction, il 
s'allonge jusqu'à une certaine limite, différente pour chaque 
nature de corps; mais, aussitôt que l'effort extérieur cesse 
d'agir, les forces moléculaires qui avaient déterminé le pre- 
mier état d*équilibre tendent à ramener les molécules à leur 
place; de sorte que le solide reprend exactement sa forme 
el ses dimensions primitives. La limite de l'allongement se 
nomme limite d'élasticité. 

2° Les allongements que prend successivement la pièce sont 
proportionnels aux différentes valeurs de l'effort de traction, 
tant que la limite d'élasticité n'est pas atteinte. 

3" Ces allongements sont proportionnels à la longueur de 
la pièce. 

Méc, D. — M. i8 
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4° La durée de l'effort de traction n'exerce aucune in- 
fluence sur rallongement jusqu'à la limite d'élasticité. 

5° Les accroissements de longueur ne modiflent pas la sec- 
tion transversale de la pièce. 

&^ La grandeur des efforts capables d'allonger la pièce 
d'une quantité déterminée est directement proportionnelle 
à l'aire de la section. 

Cela posé, appelons 

L la longueur de la pièce; 

A Taire de la section transversale; 

P refforl de traction; 

/ rallongement de la pièce relatif à cet effort; 

/ l'allongement par mètre courant. 

Évidemment l'accroissement de longueur par mètre cou- 

/ P 

ranl sera -p et l'effort supporté par mètre carré de section —- 

Puisque^ en deçà de la limite d'élasticité, les allongements 
produits sont proportionnels aux efforts, on aura, au moyen 
de la proportion qui suit, rallongement correspondant à un 
effort de i kilogramme, 

P / . 

A • •• L' ' 

d'où 

M I PL 

PL i Al 

. Posant . -- E, on aura encore 

A/ 

Cette quantité E, qui représente un poids, se nomme le 
module ou le coefficient d*élasticité de la substance qui com- 
pose le corps soumis à Teffort de traction. En d'autres termes, 
le module d'élasticité exprime le nombre de kilogrammes 
qu'il faudrait appliquer à un solide de i mètre carré de sec- 
lion pour l'allonger, si cela était possible , de i mètre par 
mètre courant. On voit aisément qu'il est égal au rapport de 
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Teffori exercé par unité de surface à l'allongement par unité 
de longueur. Si, dans la formule, on fait A = i et L = /, ce 
qui est la même chose que de poser L == i et /= i, on aura 

E=P. 

Ces principes permettent de déterminer expérimentalement 
le coefficient d'élasticité relatif à chaque substance et d'en 
faire l'application à la recherche de l'effort capable de produire 
un allongement donné et, réciproquement, de déterminer 
l'allongement qui correspond à une charge donnée. 

Dans le tableau suivant, qui a été dressé par Poncelet, les 
valeurs du coefficient E se rapportent au millimètre carré; 
mais comme, dans les applications de l'industrie, la section 
transversale des pièces est toujours exprimée en fonction du 
mètre carré, il suffira de multiplier ces coefficients par un 
million^ puisque, d'après l'hypothèse admise, les charges sont 
proportionnelles aux aires des sections. Quelques-uns de ces 
coefficients ont été déduits des expériences faites par M. Wer- 
^heim : 



lo. 
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DÉSIGSATIO!! DES CORPS. 



Chêne 

Sapin jaune ou blanc 

Sapin rouge ou pin 

Mélèze ou larix 

Hêtre roug€ 

Frêne 

Orme 

Fers doux passés à la filière, de 

petite dimension 

Fers en barres 

1 étirés 

Acier d'Allemagne, très-bonne qua- 
lité, recuit à l'huile 

Acier fondu très-fin, trempé, recuit 
à l'huile 

i*t 
Acier anglais en fil ( Wer- l étiré . . . 

tfaeim) 1 recuit. . 

Acier ordinaire recuit au blanc 

(Wertheim) » . . 

Fonte de fer à grains fins 

Fonte grise ordinaire, anglaise, 

bonne qualité 

I étirés 
recuits. 

Fils de laiton recuits 

Laiton fondu 

Bronze de canon fondu 

Fil de plomb de coupelle, étiré à 
froid, de o"^,oo4 de diamètre.. . 
Fil de plomb impur, du commerce, 
étiré à froid, de o"^,oo6 de dia- 
mètre . 

Plomb fondu ordinaire 

Étain (Wertheim). 

Zinc. y ... id 

Or étiré id 

Or recuit id 

Argent étiré id 

Platine fil moyen. .. id 

Platine fil moyen, recuit, id 



ALLONGEMENT 

par 

mètre courant 

dans 

la limite 

d'élasticité. 



1 


= 


0, 


00167 


1 
tto 




0, 


001 17 


1 


= 


0, 


00210 


* 

590 


= 


0, 


00192 


1 

rfô 


= 


0, 


00175 


1 


^ 


0, 


001 1 3 


rfr 


=- 


0, 


00242 


1 _ 
i SSO 

1 

"SJO 


= 


0, 
» 


,00080 
00066 


1 
tas 


= 





,00120 


rfinr 







,00222 



» 



itvo 



1 

I4b0 



= o,ooo83 
= 0,00078 



» 



I 

7TÎ 

ji 

Ta 10 
1 

tS90 



o,ooi35 
0,00076 
o,ooo63 

= 0,00067 



2000 
1 



o,oooao 
0,00210 

» 

» 



CHARGE 

par 

millimètre 

carré 

correspondant 

à 
cette limite. 



kg 
2,00 

2,17 

3,i5 

1,73 

1,6? 

1,27 

2,35 

14,75 

I2,205 
» 
1» 

25 

66 
» 
» 

n 

» 
10,00 

6,00 

M 

» 

i5,oo 
4,80 
2,00 

0,40 



0,40 
1,00 



VALEUR 

de E 

par 

millimètre 

carré. 



ks 
1200 

i854 

i5oo 

900 

930 

II 20 

970 

18000 
20000 
20869 
20784 

21600 

3 0000 

19549 
19561 

18809 

17278 

i8o/|5 
12000 

9096 
12000 

io5o9 

lOOOO 

6450 

3200 

600 



800 

5oo 



n 


3200 


» 


q6oo 


» 


8i3i 


» 


5585 


» 


7358 


» 


17044 


» 


i55i8 
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Résultats des expériences de lIM . Ghevandier et Wertheim 

sur les bois des Vosges. 



DÉSIGNATION 
des bols. 



Acacia. 



Sapin . 



Charme. 



Bouleau. 



Hêtre. 



Chêne à glands pédoncules. 



Chêne à glands sessiles. 



Pin sylvestre. 



Orme. 



Frêne . 



Aune. 



Tremble, 



Érable. 



Peuplier. 



ALLONGEMENT 

oorref pondant 

h la 

limlto 

d^élastlclté. 



Sycomore 0,00098 



m 
0,00253 



0,00193 
0,001 18 

0,00162 
0,00236 



0,00254 
0,00289 
0,001 58 



0,00111 



0,00101 



0,00096 
o,ooio5 
0,00195 



CHARGE 

par 

millimètre 

carré 

relatlTe 

h 

cette 

élasticité. 



kg 
3,188 

2,i53 

1,282 

1,617 

2,317 



2,349 
1,633 
1,842 
1,139 
1,246 
1,121 
I ,o35 
1,068 
1,007 



VALEUR 

do 

coefflcient 

d'élasticité 

par 

millimètre 

carré. 



kg 
1261,9 

Il l3,2 

io85,7 

997» 2 
980,4 

977^8 
921,8 

564,1 

1 i65,3 

ii63,8 

1121,4 

1108,1 

1075,9 

1021,4 
517,2 



V 



278 



COURS DE UÉGANIQUB. 



Tableau relatif aux dimensions usuelles 
des bois des Vosges. 



DÉSIGNATION 

«les bol$. 



Sapin. 



Longnear. 

m 
I /| , 00 

l3;00 

10,48 

10,46 

10,47 

4,24 

, 4,2J 

Valeur moyenne. 



largeur. 



m 
0,290 

o,a55 

0,223 

0,170 
0,093 
0,246 
0,241 



>IÊCE8 : 








COEFFICIENT 


OBSERTATIONS. 




d'élaitlcité. 




Épalfsenr. 






m 
0,324 


ii36,7 




0,284 


I i36,7 




.0,243 


1026,9 




0,196 


1245,0 




0,123 


1267,6 


Chevrons. 


o,o54 


1089,6 


Madriers. 


0,028 


1202,2 


Planches. 




ii59,2 





Chêne. 



5,87 
6, II 
7,06 
6,82 
6,54 
4,01 



4,00 



6,5o 
3,65 
3,37 



Valenr moyenne 



0,232 


0,253 


0,217 


0,237 


0,191 


0,220 


0, 160 


0,189 


o,i37 


0,161 


o,o83 


0,081 


0,078 


0,0804 


0,293 


0,0546 


0,143 


0,0422 


0,242 
le 


0,0282 



8j5,i 
822,3 
858,9 

1007,0 
638,1 
Goi,3 
774>3 
965,8 

1210,7 

i25l,2 
895,5 



thevrons. 

Chevrons. 

Doublettes. 

Échantillons. 

Entrevoux. 
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113. Expériences de M, Eaton Hodgkinson. — Des expé- 
riences faites par ce savant physicien anglais conduisent à des 
conclusions qui ne sont pas conformes aux hypothèses géné- 
ralement admises. En opérant sur des barres de fer de première 
qualité et de o",oi3i3de diamètre, réunies ensemble par des 
manchonsàvis, de manière à former une longueur de 1 5 mèlres, 

il a déduit les conséquences qui suivent : 

I** Sous des charges inférieures à celle qui correspond à la 
limite d'élasticité, il y a un allongement permanent, cest-à- 
dire que la longueur de la pièce est plus grande que la Ion- 
gueur primitive^ aussitôt^ que V effort de traction a cessé 
d'agir. 

2" Jusqu'à la limite de i4'''>997 P^f millimètre, rallonge- 
ment total croît proportionnellement à la charge; il en est de 
même de V allongement permanent, sans toutefois que celui- 
ci atteigne au plus la valeur négligeable d'un centième de 
millimètre par mètre courant, sous la charge de i4''',997 

3° A partir de la charge i4''',997 et principalement à partir 
de i8*^«,74 par millimètre carré, les allongements totaux et 
les allongements permanents croissent très-rapidement et dans 
un rapport supérieur à celui des charges, 

4° Les allongements totaux croissent moins vite que les al- 
longements permanents et ceux-ci augmentent avec la durée 
de la charge. 

£n prenant la moyenne de tous les résultats obtenus sous 
des charges différentes rapportées au mètre carré, il a obtenu, 
pour la valeur du coefficient d'élasticité, 

E - 19816410000'^*, 

Une nouvelle série d'expériences, entreprises sur une barre 
de 15", 25 de longueur sur o"*, 01909 de diamètre, a fourni des 
résultats très-peu différents. Prenant la moyenne des résul- 
tats obtenus par les expériences faites sur les deux barres, il 
a admis la valeur suivante : 

E= 19359453500^5. 

Des mêmes expériences, M. Hodgkinson a conclu que la 
plus faible charge occasionne un allongement permanent. 
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Cette opinion, partagée par d'habiles expérimentateurs, con- 
troversée par d'autres, n'élucide pas la question, encore fort 
obscure, de l'allongement par voie de traction. D'autre part, 
comme le fait observer M. Morin, pour accorder une entière 
confiance aux conclusions de ce savant physicien, il faudrait 
préalablement s'assurer que le temps, qui contribue à Tac-' 
croissement rapide des allongements permanents, n'est pas, 
à l'inverse, une cause qui ramène le corps à sa longueur pri- 
mitive, dès que l'action de l'effort de traction est suspendue. 
Il est d'ailleurs utile de remarquer que les allongements per- 
manents sont tellement faibles, jusqu'à la charge de i4'''»997» 
qu'on peut, sans inconvénient, les négliger dans les règles à 
suivre pour l'établissement des constructions. 

114. Observation importante sur la charge limite, — Dans 
les constructions, lorsque les pièces ne peuvent être directe- 
ment soumises à l'expérience avant leur emploi, il convient 
de ne leur faire supporter que des charges égales à la moitié 
de celles qui correspondent à la limite d'élasticité. On pourra 
cependant dépasser cette moitié, si les pièces ne sont pas ex- 
posées à des vibrations ou à des chocs, et surtout si la durée 
des efforts est relativement courte; mais, dans tous les cas, 
il est prudent que les charges ne soient pas supérieures aux 
trois quarts de celles relatives à la limite. Lorsque les maté- 
riaux ont été préalablement éprouvés et qu'on est sûr de leur 
qualité et de leur parfaite homogénéité, les charges peuvent 
recevoir une valeur qui diffère peu de celle qui correspond à 
la limite d'élasticité. C'est ainsi que procèdent, en Angleterre, 
les Compagnies de chemins de fer et celles qui se chargent 
de la construction des ponts métalliques. 

115. Applications.— i° Trouver la section qu'il convient de 
donner à une barre de fer qui doit être soumise à un effort 
permanent de traction égal à 3ooo kilogrammes. 

D'après le tableau, la charge qui correspond à la limite d'é- 
lasticité étant i2''«,2o5 par millimètre carré de section, on 
aura, en tenant compte de l'observation qui précède, 

3ooo 



6,1025 



- =49»"'"*». 
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2° Trouver V allongement que peut faire subir à une barre 
de fer rond de 20 millimètres de diamètre et de 6 mètres de 
longueur un effort de traction longitudinal égal à 3ooo kilo- 
grammes. 

La surface de la section élanl ttR* ou en fonction du dla- 

mètre ^> Tefiori supporté par millimètre carré aura pour 

valeur 

'^''°''- 1,273- (20)^ -^ '^^^' 

résultat qui indique que la charge par millimètre carré n'at- 
teint pas celle qui correspond à la limite d'élasticité. 

Pour trouver rallongement, prenons la formule générale 
qui exprime la valeur du coefQcienl d'élasticité. 



on en déduit 






AE 



La surface de la section étant égale à 3i4 millimètres carrés 
ei, d'après le tableau, le module d'élasticité ayant pour valeur 
20000 kilogrammes par millimètre carré, on aura 

. 3ooo X 6 ,„ o _ 

/ = z— 7 — o'", 00286. 

314 X 20000 

On peut encore résoudre celte question de la manière sui- 
vante : les allongements étant proportionnels, on obtiendra 
l'allongement de l'unité de longueur, sous une charge de 
^^y^ly par la relation suivante : 

I2,2o5 0,00066 

9,547 — ï ' 

0,00066 étant l'allongement relatif à la limite d'élasticité; 

d'où 

9,547X0,00066 ^ ^ 
i = ^ ^^ -z = o",ooo5i . 

I2,205 

Pour une longueur de 6 mètres, on aura 

/ = o", ooo5 1x6 = o'", oo3o6. 
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Celle différence de deux dixièmes de millimèire entre les 
deux résultais prouve que la charge de i2^6^9.o5 par millimètre 
carré ne se rapporte pas à un allongement de o™, 00066. 

M. Morin, dans son Traité de la Résistance des matériaux^ 

• 

adopte le coefficient 18000 pour le calcul de la section des 
barres de fer doux. En introduisant dans la formule ce coef- 
ficient, on trouve o",oo3i8. Le coefficient d'élasticité qui cor- 
respond exactement à l'allongement de o'", 00066 est i85oo. 

116. Résistance des corps à la rupture par extension. — 
Les expériences faites sur la rupture des corps soumis à des 
efforts de traction ont appris que, pour une barre solide pris- 
matique ou cylindrique, la résistance à la rupture est sensi- 
blement proportionnelle à Taire de la section transversale do 
la pièce. 

En l'absence de conclusions formelles sur l'élasticité des 
corps, on a dû rechercher directement sous quelles charges 
avait lieu la rupture des différents corps employés dans les con- 
structions. Le nombre de kilogrammes qui, pour chacun 
d'eux, se rapporte à l'unité de surface a reçu le nom de coef- 
ficient de rupture par traction ou extension. Bien que les ex- 
périences sur la rupture par extension présentent moins de 
précision et de régularité que celles relatives à l'élasticité, on 
a pu cependant assigner très-approximalivement une limite 
ininima à la grandeur des efforts capables de rompre les pièces 
de natures différentes. 

L'expérience a encore conduit à admettre que les prismes 
et les cylindres ne devaient être soumis qu'à des efforts per- 
manents de traction, bien au-dessous de ceux qui peuvent 
produire la rupture. On comprend, en effet, que l'état hygro- 
métrique de l'air, les vibrations, les chocs sont autant de 
causes qui peuvent, avec le temps, influer d'une manière no- 
table sur la résistance des pièces. 

Pour les bois, les pierres et les mortiers, on prend yj de 
la charge de rupture et pour les métaux \. 

Nous appellerons coefficient de résistance à la traction ou 
à Vextension l'effort de traction que peut supporter une 
pièce, en toute sécurité, par mètre carré de section. 

Appelant Tr le coefficient de résistance à la traction el A 
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l'aire de la section transversale, on aura 

PrrrT.A, 

1' La section est un rectangle dont a et 6 sont les dimen- 
sions, 

2"* La section est un carré, 

3° La section est un cercle de diamètre D, 

1,273 

Ces trois relations serviront, connaissant le coefficient de 
résistance à la traction et les dimensions de la section trans- 
versale, à déterminer la charge que pourra supporter la pièce, 
sans danger de rupture. 

Réciproquement, s'il s'agit de trouver les dimensions de la 
section pour que la pièce puisse supporter une charge don- 
née, on aura successivement 



, p 




«' ,^, et «--y/t/ 




n^. ''f^ el D.= t/ 


Tr 
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Tableau des coefficients de rnptnre et des coefficients 
de résistance à la traction longitudinale. 



DÉSIGNATION DES CORPS. 



Bois. 

Chêne dans le sens des fibres, fort 

Chêne dans le sens des fibres, faible 

Tremble dans le sens des fibres 

Sapin dans le sens des fibres 

Sapin des Yos^^es dans le sens des fibres 

Frêne 

Frêne des Vos.'îes 

Pin sylvestre des Vosges 

Orme 

Orme des Vosges 

Hêtre des Vosges 

Teak des Vosges employé aux constructions navales. 

Buis des Vosges 

Poirier des Vosges 

Acajou 

Tremble des Vosges 

Tremble latéralement aux fibres, par glissement.. . 

Sapin latéralement aux fibres 

Chêne perpendiculairement aux fibres 

Peuplier perpendiculairement aux fibres 

Larix perpendiculairement aux fibres 

! Pièces droites formées de mor- 
ceaux assemblés par entailles 
ou crémaillères 
Arcs en planches de champs ou 
en bois plié 

Métaux, 

Fer forgé ( Le plus fort, de petit échantillon 

ou étiré. ( Le plus faible, de très-gros échantillon. 

Fers en barres, moyen 

Fer ou tôle ( tiré dans le sens du laminage 

laminée ( tiré dans le sens perpendiculaire. . . . 
Tôles fortes corroyées dans les deux sens 



EFFORTS 
par millimètre carré 



capable 
de produire 
la rupture. 


qu'on peut 

faire supporter 

avec sécurité. 


8,00 


0,80 


6,00 


0,60 


6 à 7 


0,60 à 0,70 


8 à9 


0,80 à 0,90 


4,00 


0,40 


12,00 


1,20 


6,78 


0,678 


2,48 


0,248 


10,40 


i,o4o 


6,99 


0,699 


8,00 


0,800 


11,00 


1 ,100 


I.{,00 


1,400 


6,90 


0,690 


5,60 


o,56o 


7,20 


0,720 


0,57 


0,007 


0,42 


0,042 


1,60 


0,160 


1,25 


0,125 


0,94 


0,094 


4,00 


0,400 


3,00 


o,3oo 


60,00 


10,00 


25,00 


4,16 


40,00 


6,66 


4i,oo 


7,00 


36,00 


6,00 


35,00 


6,00 
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Tableau des coefficients de mpture et des coefficients 
de résistance à la traction longitudinale (suite). 



DÉSIG!fAT10:i DES CORPS. 



Fil de fer 

nou 

recuit. 



Fonte de fer 
^ise. 



Acier. 



Fer dit ruban, très-doux 

Moyen de i à 3 millimètres de diamètre. 

De l'Aigle de o™™, a3 de diamètre 

Le plus faible, d'un grand diamètre. . . 
Le plus fort, de o™™,5 à i millimètre 

de diamètre 

Fil de fer en faisceau ou câble 

Chaînes ( ordinaires, à maillons oblongs 

en fer doux ( renforcées par des étançons 

La plus forte, coulée verticalement. 
La plus faible, coulée horizontale- 
ment 

Fondu ou de cémentation étiré au marteau 

en petits échantillons 

Le plus mauvais, en gros échantillons, mal 

trempé 

Moyen 

de canons, moyennement 

laminé dans le sens de la longueur 

laminé, de qualité supérieure 

battu 

fondu 

Cuivre jaune ou laiton fin 

Arcs ou pièces d'assemblage en fer forgé ou en 

fonte grise 

Le plus fort, au-dessous de i mil- 
limètre 

Moyen de i à 3 millimètre de dia- 
mètre 

Moyen, le plus mauvais 

Le plus fort, au-dessous de i mil- 
limètre de diamètre 

Moyen 



EFFORTS 

par mlllimèire carré 



Bronze 



Cuivre rouge 

en fil 
non recuit. 

Cuivre jaune 

en fil 
non recuit. 



Fil 
de platine 



écroui, non recuit, de o"*™,i27 de 

diamètre 

écroui, recuit 



capable 
deprodalre 
la rupture. 


qu'on peut 
ru Ire supporter 
avec sécurité 


45,00 


* 7,00 


60,00 


10,00 


90,00 


i5,5o 


5o,oo 


8,33 


80,00 


i3,33 


3o,oo 


5,00 


24)00 


6,00 


3a, 00 


5,33 


i3,5o 


2,35 


ta,5o 


2,17 



100,00 

36,00 
75,00 
16 h 23 
21,00 
26,00 

25,00 

i3,4o 
12,60 

25,20 
70,00 

5o,oo 
40,00 

85,00 
5o,oo 

116,00 
34)00 



16,76 

6,00 
12, 5o 
3,83 
3,5o 
4,33 

4»i7 
2,33 



2,10 



4,20 

11,76 

8,33 
6,67 

i4,i6 
8,38 

19,33 
5,67 
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Tableau des coefficients de rupture et des coefficients 
de résistance à la traction longitudinale ifn). 



DESIGN ATI0!« DES CORPS. 



Étain fonchi 

Zinc fonda 

Zinc laminé 

Plomb fondu 

Plomb laminé 

Fil de plomb de coupelle, fondu passé à la filière, 
de 4 millimètres de diamètre 

Cordes. 

Aussières et (jrelins de chanvre de Strasbourg, de i3 
à 1 4 millimètres de diamètre 

Aussières et grelins de chanvre de Lorraine 

Aussières et grelins de chanvre de Strasbourg ou de 
Lorraine, de 33 millimètres de diamètre 

Aussières et grelins de chanvre de Strasbourg, de 
4o à 54 millimètres de diamètre 

Cordages goudronnés 

Courroies en cuir noir 

Pierres. 

Basalte d'Auvergne 

Calcaire de Portiand 

Calcaire blanc à grains fins et homogènes 

Calcaire à tissu compacte, lithographique 

Calcaire à tissu arénacé, sablonneux 

Calcaire à tissu oolithique 

^ . (de Provence, très-bien cuites 

Briques j ,. . , ,, , 

^ ( ordinaires fuibles 

! gâché ferme 
gâché moins ferme 
fabriqué à la manière ordinaire 

(en chaux grasse et sable de 14 ans 
en chaux grasse, mauvais 

Mortiers < en chaux hydraulique ordinaire et sable. 

f en chaux très-hydraulique 

. ciment de Pouilly d'un an 



EFFORTS 


par millimètre carré 


capable 
deproduire 
la rnpiure. 


qo'oo peat 

Taire «apporter 

avec sécarité. 


3,00 


o,5o 


6,00 


1,00 


5,00 


0,833 


1,28 


0,2l3 


1,35 


0,225 



1,36 



8,80 
6,5o 

6,00 



0,227 



4,40 
3,25 

3,00 



5,5o 


2,70 


4,40 


2,30 


// 


0,20 


77,00 


7»70 


60,00 


6,00 


i4,4o 


',44 


3o,8o 


3,08 


22,90 


2,29 


13,70 


1,37 


19,50 


i»9^ 


8,00 


0,80 


11,70 


'i'7 


5,80 


o,58 


4,00 


o,4o 


4,20 


0,42 


0,75 


0,075 


9,00 


0,90 


ID,00 


i,5o 


9,60 


0,96 
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117. Applications. — i° Trouver le diamètre qu'il con^^ient 
de donner à une tige en fer rond moyen, destinée à suppor- 
ter un effort de traction longitudinal égal à 3ooo kilogrammes. 



1,273 \r V ^r 

D'après le tableau, 1V = 6''«,66 par millimètre carré 



^ / 1 ,278 X 3ooo ,x ., I- 

2° Déterminer le diamètre de la tige du piston d'une ma- 
chine à vapeur marchant à n atmosphères, sachant que le dia- 
mètre du cylindre est U. 

La pression exprimée en kilogrammes qui correspond à une 
atmosphère étant io33o kilogrammes par mètre carré, pour 
n atmosphères, elle sera égale à n X io33o; et, comme la sur- 

face du piston est ^, la pression totale, c'est-à-dire l'ef- 

1 , 27 j 

fort qui tend à allongçr la tige, aura pour valeur 

D' 

-■ X io33o/i. 

1,273 

Désignant parrf le diamètre de la section de la tige, il vien- 
dra 

D' d' 

X io33o/i:=zT,X T ou D'x io33on=^. Trd'; 



1 ,273 1 ,273 

d'où l'on déduit 



. D*X io33o« , -^ /io33o/i 
d'= Y^ et dr^Di/-^^ 

Si /i = 5 atmosphères et D = o™,6oo, on aura 



j rr. /- /io33o X 5 , ^ no 
d^o^'^Goo i/ — ^Yr — ' û? = 52»"'«,83. 

3° Calculer le diamètre que Von doit donner aux anneaux 
d'une chaîne en fer, destinée à supporter un effort de tension 
égala 1800 kilogrammes. 
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Appelant d le diamètre de la section, sa surface sera 



1,273 
et, comme l'anneau se compose de deux branches, la surface 

des deux sections aura pour valeur :7* Si le fer est faible 

1,27^ 

et de très-gros échantillon, d*après le tableau, T, = 4»*^? on 
aura dqnc 

2rf* 

i8oo^«= -x4>«6, 

1,273 

d'où 

, 1800 X 1 .273 900 X 1 ,273 

et 



4° Trouver le côté de la section carrée d'une tige de pompe 
en bois de chêne, destinée à soulever une charge de 6000 In- 
lo grammes. 

D'après le tableau, Tr = o^'Sô; par conséquent, 



/6000 / I 000 / 



1 0000 = I GO'""' = 0*", I . 



nom — /«m 



5** Trouver la largeur qu'il convient de donner à une cour- 
roie en cuir noir de 6 millimètres d* épaisseur, sachant quelle 
doit transmettre un effort de 200 kilogrammes. 

Appelant / la largeur en millimètres, la surface de la section 
sera 6 X /. On aura donc 

P = 6x/XT„ d'où /==^- 

D'après le tableau, Tr :r- 0,20, 

, 200 ^ 

/= ^ = 167'"'". 

bXo,2o ' 

118. Résistance à la rupture des cylindres soumis à une 
pression intérieure, — Lorsqu'un fluide est contenu dans un 
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cylindre, il exerce une certaine pression qui lend à le dilater 
ou à le faire éclater. Cette pression se distribue uniformément 
sur toutes les parties de la surface intérieure et, s'il y a rup- 
ture, elle a lieu évidemment suivant une section passant par 
l'axe du cylindre, puisqu'elle correspond à TefFort maximum 
qui se manifeste, en vertu du principe de la transmission des 
pressions. Il importe donc de donnera la paroi une épaisseur 
suffisante pour qu'elle puisse résistera l'effort qui tend à pro- 
duire la rupture. 
Soient 

P la pression intérieure exercée par mètre carré de surface; 

d le diamètre extérieur du cylindre; 

d' le diamètre intérieur; 

Tr le coefficient de résistance à la traction, c'est-à-dire l'ef- 
fort de traction que peut supporter, en toute sécurité, par 
unité de surface, la matière dont le cylindre est formé; 

L la longueur du cylindre. 

Décomposons la surface intérieure en surfaces élémentaires 
dont les dimensions respectives soient des éléments de la cir- 
conférence et de la longueur L. La pression exercée sur une 
de ces surfaces infiniment petite sera PLa, en désignant para 
un arc élémentaire. Comme la pression se produit normale- 
ment à la surface, elle aura pour direction la perpendiculaire 
flO au plan tangent (Jtg. 77). Cette force PLa peut être décom- 
posée en deux autres, l'une an parallèle au plan de rupture 
XX', l'Hutre as perpendiculaire à ce plan. Appelant a l'angle du 
plan tangent et du plan méridien XX', les deux composantes 
seront exprimées par 

a/i = PLasina, a5=:PLacosa. 

Remarquons présentement que, si l'on considère un second 
plan méridien YY' perpendiculaire au premier, il existera un 
second élément a' symétrique correspondant à une surface 
élémentaire sur laquelle se produira une pression PLa' égale 
à la pression VLa. Opérant la même décomposition des forces, 
on aura 

a' n' = PLa'sina, a' s' = PLa'cosa. 

Les deux composantes PLasina et PLa'sina, étant égales 

Méc, D. — II. 19 



r 
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et de sens contraire, s'enire-délruiseni, de sorte que nous 
n'avons à considérer que les composantes normales à la sec- 
tion méridienne. Or a cosa et a' cosa sont les projections des 

Fie- 77. 




arcs élémentaires rt elfl' sur le plan méridien XX'. Appelant 
p et p' ces projections, on aura 



.PL, 



= PL;/. 



Il en serait de même pour toutes les surfaces élémentaires 
placées d'un même côté du plan XX'. Conséquemmeni, la 
pression totale exercée sur la surface intérieure de la moilic 
du cylindre aura pour valeur 

PL(/> + ,.'+? + 9' + ...), 
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en désignant par q, q' les projections de deux aulres éléments 

symétriques^ et, comme la somme des projections sur le plan 

méridien est égale au diamètre intérieur </, nous voyons que 

cette pression se réduit à celle qui aurait lieu, dans les mêmes 

conditions, sur la surface d'un rectangle ayant pour base le 

diamètre intérieur du cylindre et pour hauteur la longueur L. 

Elle sera donc égale à PLrf'. 

La surface qui résiste à la rupture est égale à [d—d']L 

ou 2eL, en appelant e répaisseur du cylindre. Ainsi la relation 

d'équilibre entre la puissance et la résistance sera exprimée 

par réquation suivante : 

Pd' 
2eLTr = PLrf', d'où e = ^y 

air 

et, en fonction du rayon R, 

PX?R _PR 

Cette formule , dont l'expérience a d'ailleurs confirmé 
l'exactitude, montre que la résistance à la rupture, par l'effet 
d'une pression intérieure, est tout à fait indépendante de la 
longueur des cylindres et qu'elle est d'autant plus grande que 
le rayon intérieur est moindre. 

119. Tuyaux de conduite. — La même formule conduit à 
des résultats trop faibles quand on l'applique à la détermina- 
tion des épaisseurs des tuyaux de conduite des eaux et des 
gaz. Suivant la nature des tuyaux, on ajoute une épaisseur con- 
stante, qui a pour objet de les prémunir contre les chocs et 
généralement contre toutes les causes accidentelles de rup- 
ture. Désignant par e' l'épaisseur constante, on aura 

Prf' , PR 

e = -7p- -^ e' ou e= Tf- -^ e'. 

Si la pression est de n atmosphères, 

P= io33o/i, 
et par suite 

io33o/ic?' , 5i65 nd' , 

2ir Ir 

«9- 
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Les ingénieurs, éclairés par l'expérience, ont adopté, pour 
les conduites d'eau, les proportions suivantes : 

Fer T^ = 6000000''^ E = o,ooo86«r/ + o,oo3o 

Fonte T,. = 3oooooo E = o,ooi6o//r/ + 0,0080 

Fonte { horizontalement. T^ — 2170000 E = o, 00288 /?</ -h o,oo85 

coulée ( verticalemen t . . . T^ = 3oooooo E = o , 00 1 60 /i c? -+- o , 0080 

Cuivre laminé T^=35ooooo E = 0,00147/2^ + 0,0040 

Plomb T^= 2i3ooo E = 0,00242 /2c^ h- o,oo5o 

Zinc T^= 833ooo E = 0,00620/1^-1-0,0040 

Bois T^= 160000 E = o,o323o/?6/-ho,o27o 

Pierres naturelles T^= 1400000 E = o,oo363^fl^-i- o,o3oo 

Pierres factices T,. = 960000 E = o ,oo538/zr/ -h 0,0400 

120. Résistance du fond des cylindres. — La pression totale 
exercée sur le fond du cylindre est évidemment égale à 

?d'* 
1,273' 

La surface annulaire qui s'oppose à cet effort de traction a 

pour valeur 

d'^d'' 

1,273 

et par suite la résistance à l'arrachement est 

r-, d^—d" 

T zL- ' 

1,273 

d'où l'équation d'équilibre 

i ,273 '^ I J273 

n_^ d'-d'^ d^d' d-^d' 
^-^'~d^' ^-^'—d' W 

Nous avons trouvé précédemment, pour la valeur de l'é- 
paisseur qu'il convient de donner à la paroi latérale du cy- 
lindre, 

Prf' 
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or 

d-d' 

e= 5 

2 

d'où 

iz:AL = ^. et P = T,^. 

2 2Tr d' 

La comparaison des deux formules montre que la résis- 
tance à la rupture du fond d*un cylindre coulé d'une seule 
pièce est supérieure à celle qu'oppose la surface latérale, 

puisque — -r, — > 2. Voilà pourquoi on calcule toujours l'é- 
paisseur de la paroi et non celle du fond. 

Il arrive souvent, comme dans les chaudières à vapeur et 
les réservoirs en fer ou en fonte, que le fond est assemblé au 
corps du cylindre au moyen de boulons Ou de rivets. Dans ce 
cas leur nombre et leurs dimensions doivent être déterminés 
de manière qu'ils puissent résister à la pression intérieure 
qui tend à les rompre. 

Soient 

D le diamètre intérieur du cylindre; 
d le diamètre des boulons ; 
m leur nombre; 

P la pression intérieure par mètre carré; 
Tr= 6000000 le coefficient de résistance à la traction pour 
le fer. 

L'effort de traction longitudinal que peut supporter un bou- 
lon est 

et l'effort total relatif à tous les boulons, 

d' ^ 



m :: Ir, 



d'où 



1,273 



et 



1,273 1,273 



Tr, PD»=/nrf»Tr 



ïr d^ 6000000 



})'■ 
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Celte relalion servira à trouver le nombre de boulons i em- 
ployer, connaissant leur diamètre et celui du cylindre. 

Si ce nombre est donné et que Ion se propose de calculer 
le diamètre, on déduira de l'équation d'équilibre 



^, d'où d^Y^J-^^T^J 



mlr y mlr V m X 6000000 

121. Résistance d'une sphère à la rupture. — Par les mêmes 
considérations, dans le cas d'un cylindre creux, on démontre- 
rait que la pression intérieure qui tend à opérer la rupture 
est égale à la pression exercée sur une section méridienne. 
Comme cette section est un grand cercle de la sphère, on 
aura, en conservant les notations adoptées, 

p — 

l,2'73 

La surface annulaire qui résiste, étant la différence de deux 
cercles, dont les diamètres sont respectivement d et d\ sera 
exprimée par 

d^—d^ 
1,273 

Conséquemment on aura l'équation d'équilibre 

/7'3 d' d'^ 

P -^-.=Tr- V OU Vd'^ = Tr{d^-d'^], 

1,273 >>273 ^ ^ 

et 

' d' 

Celte relation met en évidence que la résistance à la rup- 
ture d'une sphère creuse est la même que celle du fond d'un 
cylindre creux de même diamètre. Pour trouver l'épaisseur, 
remarquons que, l'un des diamètres étant toujours une des 
données de la question, si le diamètre extérieur, par exemple, 
est connu, on aura 
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cl 



^'=Vp^r; 



r 



et, si le diamètre intérieur est donné. 






»•••■ 
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CHAPITRE VIII. 



122. Efforts de compression. — Les hypothèses admises 
pour les efforts de traction se rapportent également aux ef- 
forts de compression. Par conséquent, tant que les efforts de 
compression ne sont pas supérieurs à la limite d'élasticité re- 
lative à la traction, le refoulement de la pièce dans le sens de 
Taxe n'altère pas l'élasticité. Ainsi : 

1° Les raccourcissements absolus de la pièce sont propor- 
tionnels aux efforts de compression, 

2° En raison inverse de la section transversale supposée con- 
stante, quoique la longueur de la pièce diminue parle refou- 
lement. 

3** Indépendants de la durée des efforts de compression. 

On admet encore que le même effort appliqué longitudina- 
lement à une pièce fait varier sa longueur de la même quan- 
tité, soit en plus, soit en moins, selon qu'il tire ou refoule 
cette pièce. 

11 suit de là que le module ou coefficient d'élasticité relatif 
à la compression, pour la même substance, aura absolument 
la même valeur numérique que le module d'élasticité relatif à 
la traction. Ainsi la quantité £, dans la formule générale, re- 
présente un poids capable d'allonger ou de raccourcir de 
I mètre un prisme de i mètre de longueur et de i mètre carré 
de section. Toutefois, pour qu'il n'y ait pas de confusion dans 
l'application de la formule, nous désignerons par C le nouveau 
module d'élasticité et l'on aura 



d'où 
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Au moyen de ces deux relations, on pourra résoudre des 
questions analogues à celles que nous nous sommes proposées 
sur les efforts de traction. 

123. Résistance des bois à la compression. Expériences de 
Rondelet. — Ce célèbre architecte rapporte dans son Traité, 
V Art de bâtir, qu'un cube de bois de chêne comprimé, au 
moyen de poids, dans le sens de la longueur des fibres, s'est 
écrasé sous une charge de 385 à 47^ kilogrammes par centi- 
mètre carré et que l'écrasemeni a eu lieu, sous une charge de 
439 à 462 kilogrammes, pour un cube en bois de sapin. Les 
cubes soumis à l'expérience ont diminué de hauteur, sans se 
désagréger, ceux en bois de chêne de plus d'un tiers du côié 
et ceux en bois de sapin de moitié. Il semble encore résulter 
des mêmes expériences que la charge de rupture reste con- 
stante, tant que la longueur de la pièce ne dépasse pas sept 
ou huit fois la plus petite dimension de la section transver- 
sale. Dès que cette longueur limite est atteinte, les supports en 
bois commencent à ployer et la flexion qu'ils prennent est d'au- 
tant plus grande que ces supports sont plus longs, les dimen- 
sions de la base restant les mêmes. Ainsi, d'après Rondelet, 
ce qui d'ailleurs a été confirmé par d'autres expérimenta- 
teurs, la résistance à la compression diminue à mesure que la 
longueur de la pièce augmente. La résistance qu'un cube de 
bois oppose à l'écrasement étant prise pour unité, le décrois- 
sement de cette résistance, selon que le support est plus ou 
moins long, est indiqué dans le tableau suivant : 



Rapport de la hauteur 
au c6té de la base. 


Rapport 
des résistances 


1 


I 


12 


9 


24 

36 


t 
s 
1 
3 


48 

60 
72 


« 
1 

1 a 
1 

2 4' 



La charge moyenne capable de produire l'écrasemeni étant 
prise égale à ^10 kilogrammes par centimètre carré pour le 
chêne et le sapin, si les dimensions des solides ont entre elles 



Rapport 
des résistances. 


Résistances à l'écrasement 
pour le chêne et le sapin. 


I 




420 

35o 


i 2 




210 

i4o 
70 

35 
17,5 
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les rapports ci-dessus, les charges de rupture pour chacun 
d'eux sont consignées dans ce second tableau : 

Rapport de la hauteur 
au côté de la base. 

I 
12 
24 

36 
48 
60 
72 

M. Morin a modifié les nombres déduits de la règle de Ron- 
delet, en représentant les résultats par une courbe auxiliaire 
à coordonnées rectangulaires. A cet effet, il a pris pour ab- 
scisses les rapports des hauteurs à la plus petite dimension 
de la section transversale et pour ordonnées les charges qui 
déterminent la rupture. On comprend aisément que cette mé- 
thode, fort usitée en Mécanique appliquée, ait pu conduire à 
la relation qui doit exister entre les dimensions des pièces 
soumises à des efforts de compression et la grandeur des 
efforts capables à la limite stricte, de les faire fléchir. 

En admettant la charge d'écrasement égale à ^9.0 kilo- 
grammes, par la construction graphique que nous venons de 
rappeler, M. Morin a obtenu les nombres suivants : 



Rapport des hauteurs 


Charges de rupture 


à la plus petite dimension. 


par centimètre carré. 




r ^* 


! 


420 


12 


3io 


'4 


292 


16 


276 


18 


258 


20 


243 


22 


227 


M 


212 


28 


i83 


33 


i56 


36 


732 


40 


108 


48 


7^^ 


60 


38 


72 


17,5 
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Partant de celte donnée d*expérience, fournie par Ronde- 
let, qu'il est prudent de ne pas charger un poteau de chêne 
d'une hauteur égale à deux fois le côté de la section de plus de 
48kiiogrammes par centimètre carré et un poteau d'une hauteur 
égale à quinze fois le côté de cette section, de plus de SS'^^io, 
on reconnaît qual^ charge pernianente qu'un support en bois 
peut supporter en toute sécurité est égale à | ou à j environ 
de la charge de rupture. On a ainsi formé le tableau suivant : 

Charges que peuvent supporter avec sécurité 
les poteaux en bois. 

Rapport de la hauteur Charges en kilogrammes 
à la plus petite dimension, par centimètre carre. 

kg 

12 44 ' 3 

i4 ' 4^»^ 

16 39,4 

18 37,0 

20 35,0 

29. 32,7 

24 36, o 

28 26,0 

32 22,0 

36 16,1 

4o i5,4 

48 10,2 

60 5,4 

72 2,5 

124. Application. — Trouver la charge permanente que peut 
supporter avec sécurité un poteau en bois de chêne à section 
carrée de o"^, 20 de côté et de 3™, 20 de hauteur. 

La hauteur contenant seize fois le côté de la base, le coef- 
ficient de résistance, d'après le tableau, sera égal à 39^», 4 
et l'on aura 

P = 39^», 4 X (20)^ m 39,4 X 400 = 15760^», 

puisque 39''«,4 ï^^P^'ésentent la charge par centimètre carré. 

Lorsque le rapport de la base à la hauteur est compris 
entre deux nombres consécutifs du tableau, on prend pour 



L. 
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charge permanente par centimètre carré la moyenne arithmé- 
tique entre les charges qui correspondent à ces nombres. 

125. Expériences de M. Hodgkinson, — Ce physicien a fait 
quelques expériences sur les poteaux en bois de chêne de 
Dantzig et en sapin de diverses essences. De la comparaison 
des résultats avec les dimensions des poteaux, il a déduit les 
deux formules suivantes que l'on peut employer, dans les ap- 
plications, entre certaines limites, suivant que la section est 
à base carrée ou à base rectangulaire, 

P représente en kilogrammes Teffort de compression capable 
de déterminer la rupture, K un coefficient constant pour 
chaque nature de bois, a, h, l les dimensions du poteau. 

Les quantités a, b sont exprimées en centimètres et la lon- 
gueur / en décimètres. 

M. Hodgkinson a donné à K les valeurs suivantes : 

Pour le chêne de Dantzig et le chêne fort en gé- 
néral K == 2565 

Pour le chêne faible K = 1800 

Pour le sapin rouge blanc et fort et le pin résineux. K = 2142 

Pour le sapin blanc faible et le pin jaune K= 1600 

En substituant dans la formule générale, on aura pour ces 
quatre essences de bois 

b^ ab^ 

P = 2565y,, Pr=2565^; 

b* ab^ 

P=i8oo~, P=i8oo^î 

P = 2l42|^, P = 2l42 jy\ 

P= 1600 7-1 P=i6oo-^— • 

126. Application.— Trouver la charge capable d'écraser un 
poteau en cliêne fort de i",54o de hauteur et dont le côté de 
la base est égal à 0^,05. 
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D'après rinlerprélalion donnée à ces formules empiriques, 
le côlé de la base étant rapporté au centimètre et la hauteur 
au décimètre, nous exprimerons les dimensions du poteau 
par i5,4o et 5. On aura donc 

P:::=2565X —t^^ 

^i5,4oj^ 

127. /'ormtt/^*pra//^M6?5.— Si Ton admet qu'il convient, pour 
la solidité de la construction, de ne pas faire supporter aux 
poteaux en bois une charge supérieure au dixième de celle 
qui est capable de les faire fléchir, on pourra calculer la valeur 
deseiforls de compression au moyen des formules suivantes: 

Section 
Nature des bois. Section carrée. rectangulaire. 

Chêne fori P = 256,5^ Pz= 256,5-^' 

Chêne faible P=i8o ^ Pr=i8o ~ 

Sapin rouge et blanc fort et ( ^ / l>* n, , ab^ 

pm resmeux ( ^' /* ^ /» 

Sapin blanc faible et pin ré- ( ^^ n 6* r. /- ^^' 
\ . |P=i6o — P=i6o -TT- 

sineux jaune ( /^ r 

Antérieurement aux expériences de M. Hodgkinson, 
MM. Navier et Duleau avaient déjà établi que la résistance à 
la compression était proportionnelle à 

suivant que la pièce est à section carrée, section rectangu- 
laire ou section circulaire d'un diamètre d. 

128. Observation essentielle sur les expériences de M, Hodg- 
kinson, — Pour en déduire des règles qui puissent avec cer- 
titude satisfaire aux exigences de la pratique, M. Morin, 
ainsi qu'il l'a fait pour les expériences de Rondelet, a repré- 
senté par une courbe la loi qui lie les dimensions de la 
pièce à la charge qu'elles peuvent supporter. La comparaison 
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des règles posées par ces deux expérimenlaleurs lui a fait re- 
connaître qu'il y a accord irès-approximatif pour des rapports 
compris entre 3o et 4^ et au delà; mais que les écarts sont 
considérables pour les pièces dont la hauteur est moindre que 
trente fois le côté de la base. A l'appui de cette conclusion, 
M. Morin cite l'application qu'il a faite de la formule aux po- 
teaux du magasin de la Villette. Ces poteaux, qui ont un 
équarrissage de 35 centimètres et une hauteur de 32 centi- 
mètres, supportent un effort de 72"^*, 5, tandis que la formule 
conduite une charge de 244 kilogrammes par centimètre carré; 
mais, comme dans la construction il est rare que l'on emploie 
des poteaux d'une si faible hauteur par rapport au côté delà 
section, on peut, sans crainte, employer les formules de 
M. Hodgkinson pour des pièces dont le rapport de la hauteur 
au plus petit côté de la base sera compris entre 12 et 60. 

129. Résistance des pilots à l* écrasement, — D'après Ron- 
delet, les pilots complètement enfoncés dans le sol peuvent 
supporter, en toute sécurité, une charge de 3o à 35 kilo- 
grammes par centimètre carré de section et quelquefois plus. 
Ils sont ordinairement en bois de chêne et doivent être en- 
foncés jusqu'au refus, c'est-à-dire jusqu'à ce qu'ils ne pénè- 
trent pas de plus de 4 à 5 millimètres par volée de trente 
coups ou par coup d'un mouton de sonnette à déclic tombant 
d'une hauteur de 4 à 5 mètres. Dans la plupart des cas, l'é- 
quarrissage est donné, de sorte qu'on est ramené à calculer 
leur nombre d'après le poids de la construction qu'ils ont à 
supporter. 

130. Application. — On veut établir sur pilotis une construc- 
tion dont le poids est égal à 10 000 000 de kilogrammes. Com- 
bien doit-on battre de pilots à section carrée de 3o centi- 
mètres de côté? 

Chaque pilot pourra supporter un effort représenté par 

(3o)^35'^«r=3I5oo»^^ 

Désignant par n leur nombre, on aura 

I 0000000 - 
n= —^-z = 317. 
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Généralement, si Ton appelle a le côlé de la section et P la 

charge totale, on aura 

P 

3oa^ 

ot, si le nombre n est donné, on déterminera Téquarrissagc 
par la formule 



P / P 

a}z=:---'i d'où « = \/t?— 

35/1 V 35 w 



Quand les pilots sont cylindriques, en appelant d le dia- 
mètre, on a 

i,273P j, i,273P 

d'où 



V 35n 



Pour ne pas interpréter inexactement les résultats obtenus 
au moyen de ces formules, on ne doit pas perdre de vue que 
les dimensions a et d sont exprimées en ceniimèlres. 

131. Résistance des pierres à la compression. — Pour con- 
stater Tinfluence de la hauteur des piliers en pierre sur la ré- 
sistance à l'écrasement, Rondelet a soumis à l'expérience des 
piliers formés de trois assises cubiques. En discutant les ré- 
sultats par la méthode graphique déjà indiquée, M. Morin a 
reconnu que la résistance à l'écrasement décroît très-rapide- 
ment avec la hauteur, quand le nombre d'assises augmente, 
mais qu'elle est indépendante de la hauteur, dès qu'il est égal 
à trois. A cette limite, la résistance à l'écrasement devient un 
peu supérieure à la moitié de celle qu'oppose une seule as- 
sise. Toutefois cette conséquence ne peut être admise que 
pour de faibles hauteurs, attendu que les poussées horizon- 
tales qui se produisent peuvent influer sur la solidité de la 
construction plus énergiquement que les charges qui tendent 
à opérer la rupture par compression. 

Des expériences de M. Vicat il résulte que, pour des 
prismes et des cylindres semblables, les résistances à l'écrase- 
ment sont en raison directe des sections des bases» 
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Enfin loiiies les observations recueillies en France par 
MM. Rondelet, Gauthey, Vicat, et en Angleterre par M. Res- 
nie, sur la résistance des pierres et des maçonneries ont con- 
duit à des conclusions qui peuvent être formulées de la ma- 
nière suivante : 

1® Les qualités physiques des pierres, telles que le grain, la 
dureté, la couleur, la densité ne sont pas des caractères suf- 
fisants pour apprécier exactement leur résistance à Técrase- 
ment. 

2° Dans une carrière, les pierres qui proviennent du toit et 
du fond sont moins résistantes que celles du milieu. 

3*» Pour des corps semblables, la résistance à Técrasemeni 
est en raison directe de l'aire des sections transversales. 

4** Pour une même nature de pierre, la résistance est la 
plus grande possible quand l'échantillon affecte la forme cu- 
bique. 

5° La résistance d'un cube étant représentée par i, celle du 
cylindre inscrit posé sur sa base sera o,8o ; celle du même cy- 
lindre posé sur l'arête sera 0,22 et celle de la sphère inscrite 
0,26. 

6° Les pierres dures cèdent fort peu à la pression et se di- 
visent subitement en lames et en aiguilles sans consistance, 
qui se réduisent facilement en poussière. 

7° Dans les premiers instants de la rupture, les pierres 
tendres se partagent en pyramides ou en cônes, dont les bases 
sont les faces supérieures ou inférieures. 

S** La résistance des supports diminue d'autant plus qu'ils 
sont formés d'un plus grand nombre de parties. 

9° Dans les constructions ordinaires, on ne doit eharger les 
maçonneries en pierres de taille et les maçonneries en moel- 
lons que du vingtième du poids que pourraient supporter sans 
s'écraser les matériaux dont elles sont composées. 

C'est d'après les résultats de ces expériences que l'on a 
formé le tableau qui suit. Nous ferons toutefois observer que 
l'ingénieur chargé de la construction d'un édifice doit con- 
stater par lui-même la résistance des matériaux qu'il emploie, 
et qu'il est prudent de ne pas accepter sans contrôle des ré- 
sultats moyens qui, dans certains cas, peuvent conduire à de 
graves erreurs. Si les matériaux qu'il doit employer sont d'un 
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usage local, l'observation des plus anciennes constructions 
pourra Téclairer sur la valeur des charges qu'il convient de 
faire supporter. Dans le cas contraire, il soumettra à des pres- 
sions toujours croissantes, jusqu'à ce que l'écrasement s'en- 
suive, des échantillons taillés en cubes; et, en prenant la 
dixième partie de la charge qui correspond à l'écrasement, 
on aura la charge qu'il ne faudra pas dépasser dans la con- 
struction en projet. 



iîéc. D. - II. 
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Tableau des charges que l'on peut faire supporter, avec sécurité, 
d'une manière permanente, aux supports en maçonnerie, par 
centimètre carré de section. 



DÉSIGNATION DES CORPS. 



Pierres volcaniques^ ffraniteuses, siliceuses 
et argileuses. 

Basalte de Suè('e et d'Auvergne 

Lave dure du Vesu^^e 

Lave tendre de Maples 

Porphyre 

Granit vert des Vosges 

Granit gris de Bretagne 

Granit de Normandie, dit gatonas 

Granit gris des*Vosges 

Grès très-dur, blanc ou roussâtre 

Grès bigarre des Vosges 

Grès tendre 

Pierre de porc ou puante (argileuse). 

Pierre grise de Florence (argileuse à grains fins).. 

Pierres calcaires, 

Marb- e noir de Flandre 

Marbre blanc veiné, statuaire et marbre turquin. . 
Pierre noire de Saint-Fortunat, très-dure et co- 

quilleuse 

Liais de Bagneux, près Paris, très-dur à grain fin . . 
Roche de Chàtillon, près Paris, pure et un peu co- 

quilleuse 

Roche douce 

Roche d'Arcueil, près Paris 

il""' qualité. 
1^ qualité. 
3^ qualité. 

Pierre ferme de Conflans, employée à Paris 

Pierre tendre (lambourde vergelée)» employée à 

Paris, résistant à l'eau 

Calcaire dur de Givry, près Paris 

Calcaire tendre de Givry 

Calcaire jaune, oolithique, de Jau- j i*^^ qualité, 
mont, près Metz \ 2^ qualité. 

Calcaire d'Armanvilliers, près Metz. . ! 'e 2uart^* 

Roche vive de Saulny, près Metz .... 

Roche de Bagneux 

Laversine 



POIDS 

da 

décimètre 

cabe. 



kg 
2,6o 

î,87 
2, «5 

2,64 
2,5o 

» 

2,49 
2,li6 

2,56 






2,65 

2,44 

2,29 
2,08 

2,3o 

2,41 
2,29 

2, 10 
2,07 

1,80 

3,36 

2,07 

2,20 
2,00 
2,00 
2,00 
2,55 
2,78 

2,55 



POIDS 

dont 

on peat charger 

les corps 

avec sécarilé 

par 

centimèt: e 

carré, 

le rapport 

de la longaear 

à la 

plos petite 

dimeDsion 

étant la. 



l 



kK 
200,00 

59,00 

23,00 

247,00 
62,00 
65,00 
^0,00 

}2,00 

87,00 

20,10 

20,40 
68,00 
42,00 



79,00 
3 1,00 

63,00 
44,00 

17,00 
i3,oo 

25,00 

1 4 , 00 

12,00 

9,00 

9,00 

6,00 
3i ,00 
12,00 
18,00 
12,00 
12,00 
10,00 
3o,oo 
36,55 
28,60 
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Tablean des charges que ron peut faire supporter, avec sécurité, 
d'une manière permanente, aux supports en maçonnerie, par 
centimètre carré de section. (Suite.) 



DÉSIGNATION DBS CORPS. 



Vitry. ... 
Moulins. . 
Saint-Non 
Forgel . 



Marly-la-Ville 

Vergelé ferré . . 

Abage DuYal 

Blanc royal de Merry 

Vergelé fin ! 

Lambourde 

Caumont (Eure) 

Roche jaune de Rozéreuilles, près Metz 

Calcaire bleu à graphites, donnant la chaux hydrau- 
lique de Metz 

Lambourde de qualité inférieure, résistant mal à 
l'eau 

Vanderesse (Aisne) '. 

Beffroy (Meuse) 

Brauvilliers (Meuse) i '" qualité. 

I 2« qualité. 

Meulière tendre (Marne) 

Meulière dure (Marne) 

Craie d'Épernay 

Plâtre silicate ' 



Briques. 

Brique dure très-cuite . 

Brique rouge 

Brique rouge pâle 

Brique de Hammersmith 

Brique de Hammersmith brûlée ou vitrifiée. . . 
Briques anglaises ou flamandes tendres. . . . . . 

Plâtre eC mortiers. 

Plâtre gâché à l'eau 

Plâtre silicate 

Plâtre silicate avec cailloux 

Métier ordinaire en chaux et sable 

Mortier en ciment et tuileaux piles 

Mortier en grès pilé 

Mortier en pouzzolane de !NapIes et de Rome. 
Béton en bon mortier, de dix- huit mois 



POIDS 

da 

décimètre 

cnbe. 



2,45 
3,3o 

> 

2,94 

a, 06 

1,89 
1,73 

1,7a 

i,5o 

1,70 

2,02 

2,/|0 
2,60 

1,56 
2,5o 

2,50 

2,3o 

1,98 

i,5o 
i,5o 
1,80 

» 



1,56 
2,17 
2,09 

Y» 
» 



» 

» 

- » 
» 

tt 



POIDS 

dont 
on peal charger 

les eorps 

avec sécarité 

par 

centioiètre 

carré, 

le rapport 

de la longueur 

à la 

plus petite 

dimentlon 

étant la. 



24,20 
12,4a 
21,60 
12,20 

12,30 

6,25 

3,21 

3,7^ 

2,9^ 

1,82 

21,30 
18,00 

20,00 

2,00 
l5,00 

4,5o 
9,3o 
1 ,5o 
i,5o 
0,75 

0,90 
2,38 



i5,oo 
6,00 
4,00 
7,00 

10,00 
1,80 



2,99 
2,70 

3,28 

3,5o 

4,80 

2,90 

3,70 

4,00 



20. 
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132. Résistance de la fonte à la compression. — Cesl à 
M. Hodgkinson que Ton doit les expériences les plus com- 
plètes et les plus précises sur la résistance des fontes à la 
compression. Ce savant physicien a soumis à l'expérience des 
barres de fonte de S^joS suro"*i,ooo645de section. Toutes les 
précautions avaient été prises pour prévenir la flexion et les 
résultats obtenus ont montré que, jusqu'à la charge de i7^s4i 
par millimètre carré, les compressions totales sont très-ap- 
proximativement proportionnelles aux charges et que Jusqu'à 
la charge de 32^«,27, si des compressions totales on retranche 
les compressions permanentes» les restes qui représentent 
les compressions élastiques sont encore proportionnels aux 
charges. Jusqu'à la limite de lo à 12 kilogrammes par milli- 
mètre carré, la compression permanente est tellement faible 
que, dans les applications, on peut la négliger. La moyenne 
des résultats déduits des expériences a donné, pour la valeur 
du coefHcient d'élasticité, 

E = 8804764000^». 

Si l'on se reporte à ce qui a été dit sur la résistance à l'ex- 
tension, on voit que, dans les deux cas et dans les limites des 
charges que doivent supporter, les constructions, les deux 
coefficients d'élasticité, relatifs à l'extension et à la compres- 
sion, diffèrent peu l'un de l'autre. Pour la résistance à l'ex- 
tension, on a 

E = 9096070000^'. 

Prenant la moyenne, on aura 

E = 8950417000^8. 

Antérieurement aux expériences de M. Hodgkinson, on ad- 
mettait que le coefficient d'élasticité pour les fontes grises à 

grains fins était 

£= 12000000000^*. 

Nous ferons toutefois observer que la résistance des fontes 
à la compression peut varier suivant leur nature et surtout 
suivant le mode de traitement du minerai. De plus, l'accord 
entre les coefficients d'extension et de compression ne peut 
être admis qu'entre des limites de charges très-restreintes, 
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ainsi que les expériences de M. Hodgkinson l'ont mis en évi- 
dence. 

133. Charge limite de compression. — Par la considération 
du module d'élasticité de la fonte, déduit des expériences de 
M. Hodgkinson, il est facile de trouver la charge qui corres- 
pond à la limite de compression élastique. En effet, cet expé- 
rimentateur a trouvé que, sous une charge de aS^S 27 par mil- 
limètre carré, la compression totale par mètre de longueur 
est égale à o™, 0029432 et la compression permanente à 
o'°,ooo5o768; d'où, pour la valeur de la compression élas- 
tique, 

o", 0029432 — o", 00050768 = o™, 0024355, 

ei, comme le module d'élasticité est égal à 8804764000 kilo- 
grammes, en vertu de la proportionnalité admise entre les 
efforts de compression et les refoulements qu'ils produisent, 
on aura, en désignant par Ci Tefîort relatif à la limite d'élasti- 
cité. 



E 



I 



m 



et C, = E X 0,0024355, 



Cl 0,0024355 

Cl = 8804764000 X 0,0024355 = 2i4449o<^'^'' 

134-. Coefficient de résistance à la compression. Charge de 
rupture, — Nous appellerons coefficient de résistance à la 
compression l'effort de compression que l'on peut, dans les 
constructions, faire supporter à la fonte, avec sécurité, par 
mètre carré de section. Il est prudent de ne pas charger les 
supports et colonnes en fonte au delà de la moitié de la 
charge capable d'altérer l'élasticité. Ainsi la valeur du coeffi- 
cient de la résistance à la compression que l'on pourra ad- 
mettre sera 

C = 10722000^*. 

Quelques constructeurs prennent pour base du coefficient 
de compression la charge de rupture et s'imposen la condi- 
tion que la charge permanente ne doit, en aucun cas, dépas^ 
ser { ou 7 de celle qui détermine la rupture. 

Pour la fonte, l'effort de rupture étant égal en moyenne à 

75000 ooo'^'. 
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selon que l'on prendra ^ ou ~ de celte charge, on aura 

C= 18750000*^», 
C = I aSooooo^». 

On voit que la première valeur de C se rapproche beau- 
coup de la charge qui correspond à la limite d'élasticité; 
aussi convieni-il, dans les applications, d'adopter le coefD- 
cient i2 5ooooo kilogrammes. 

En résumé, nous ferons usage des deux coefficients 

C= 10722000^', 
C = 1 25ooooo^', 

Le premier déduit du module d'élasticité convient aux 
ponts métalliques et généralement aux constructions exposées 
à des vibrations. Quant au second, on l'emploie toujours pour 
le calcul des dimensions que l'on doit donner aux colonnes 
en fonte. 

135. Formules de MM, Hodgkinson et Love pour les co- 
lonnes en fonte. — La relation qui existe entre les dimen- 
sions des colonnes en fonte et leur résistance à la compres- 
sion n'a pas encore été très-rigoureusement établie, bien que 
de nombreuses expériences, propres à élucider la question, 
aient été faites par plusieurs expérimentateurs. Par des con- 
sidérations purement théoriques, on a été amené à conclure 
que la résistance à la compression est en raison directe de la 
quatrième puissance du diamètre et en raison inverse du carré 
de la hauteur. Cependant les expériences de M. Hodgkinson 
sur les supports en fer et en fonte n'ont pas confirmé celle 
conclusion. Ainsi la plupai't des résultais généralement ad- 
mis aujourd'hui découlent d'un empirisme fort souvent en 
contradiction avec la théorie raisonnée. C'est d'ailleurs ce qui 
arrive dans presque toutes les questions qui se rapportent à 
la résistance des matériaux, et par suite ce qui rend fort ob- 
scure cette importante question de la Mécanique appliquée. 

A la suite d'expériences nombreuses, soigneusement exé~ 
culées sur des colonnes pleines ou creuses en fonte, M. Hodg- 
kinson a formulé les conclusions suivantes : 

I** Dans toutes les colonnes d'une certaine longueur, à 
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dimensions égales, la résistance à la rupture est approximati- 
vement trois fois plus grande quand les extrémités sont des 
surfaces planes perpendiculaires à Taxe et à la direction de 
l'effort, que lorsqu'elles sont arrondies. 

2" Pour une colonne .longue ou pour un pilier de dimen- 
sions constantes, dont les extrémités sont solidement fixées 
par des disques, des bases ou d'une autre manière, la résis- 
tance à la rupture par compression est la même que pour un 
pilier de même section dont la longueur est réduite de moitié 
et dont les extrémités seraient arrondies, quand même l'ef- 
fort serait dirigé suivant Taxe. 

3*» Le renflement ou l'accroissement de diamètre des co- 
lonnes vers le milieu de la hauteur augmente la résistance à 
la rupture de 7 à j de la valeur normale. 

Partant de ces données d'expérience, M. lïodgkinson a 
proposé les formules empiriques suivantes, pour des colonnes 
en fonte, dont le rapport de la hauteur au dianfièlre est com- 
pris entre ^5 et 120 : 

Colonnes pleines, à bases plates P = 10676 ^ 

Colonnes creuses, à bases plates P = 10676 j^^ — 

Dans ces formules 

P exprime des kilogrammes; 

d et d' les diamètres en centimètres; 

/ la longueur en décimètres. 

Comme, dans la pratique, il est prudent que les piliers ne 
supportent pas un effort de compression supérieur à ^ de la 
charge, en substituant 1780 au coefficient 10676, on aura les 
formules qui serviront à déterminer les poids que les colonnes 
en fonte, pleines ou creuses, peuvent supporter avec sécu- 
rité. 

Colonnes pleines, à bases plates P = 1780 ^ 

Colonnes creuses, à bases plates P = 1 780 j^^ 

Pour des colonnes plus courtes, M. Hodgkinson a proposé 
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la formule 



0,75c 

P' représente l'effort de rupture en kilogrammes; 
P l'effort calculé, d'après l'une des formules précédentes; 
C, la résistance maxima du pilier, en supposant la hauteur 
égale à une fois et demie le diamètre. 

M. Love, ingénieur distingué, a proposé deux formules, qui 
peuvent, dans les applications, être substituées à celles de 
M. Hodgkinson, d'autant plus qu'elles évitent l'emploi peu 
commode des exposants fractionnaires. 

Pour les colonnes en fonte. 



1 ,45 -H 0,00337 ( 7 



Dans cette formule 



P exprime la charge de rupture; 

C, la résistance maxima à l'écrasement par centimètre carré; 

A l'aire de la section transversale en centimètres carrés; 

/ la hauteur de la colonne en centimètres; 

d le diamètre en centimètres. 

Pour les piliers dont la hauteur est comprise entre cinq et 
trente fois le diamètre, M. Love a encore adopté la formule 

p^ C^A 



0,68 -H 0,1 -i 
d 



La charge de rupture étant égale à 75000000 kilogrammes par 
mètre carré de section ou à 7500 kilogrammes par centimètre 
carré, en remplaçant C, par ce dernier nombre dans la formule, 
on aura 

p— 75uo X A 

i,45h- 0,00337 \-^\ 
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La seciion élani circulaire A = :;•> 

1,273 



P = 



']5ood' 



,273 1,45 + 0,00337 Nj 
75oorf* 



^ 1 ,45û^' -+- 0,00337/' 
1 , 270 



V = 



d' 
']5ood* 7600 rf* 



1 ,273(1 ,45rf='-f- 0,00337 ^') ï ,846t/'H- 0,0043/= 



Pour trouver la formule pratique servant à déterminer Tef- 
forl que la colonne peut supporter avec sécurité, rappelons 
que le coefficient de la résistance à la compression admis est 
égal à i2 5ooooo kilogrammes par mètre carré ou i25o kilo- 
grammes par centimètre carré. Substituant ce coefficient à 
celui de rupture, on aura 



Pz=r 



ii5od* 



i,846d*-f- 0,0043/^ 



136. Résistance du fer à la compression. — Les expériences 
de M. Hodgkinson, exécutées sur des barres de fer de 3",o5, ont 
montré que l'hypothèse de la proportionnalité des forces de 
compression aux raccourcissements est encore réalisée entre 
certaines limites. Le refoulement produit a été trouvé égal à 
2™»», 54 ou à o"*, 00083 par mètre courant. Parlant de cette 
donnée d'expérience et par les mêmes déductions que pour 
la fonte, la valeur du coefficient d'élasticité du fer est 

E = 16295000000^^*, 

et la charge limite au delà de laquelle l'élasticité serait al- 
térée 

C, = i352485o'^«. 

La charge permanente est aussi égale à la moitié de celle 
qui correspond à la limite d'élasticité. Ainsi Ton pourra 
faire supporter au fer, en toute sécurité, un effort, par mètre 

carré, 

C =■ 6767.425^'. 
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Dans les applications, on prend ordinairement la valeur 

C = 6000000^». 

137. Charge de rupture.— Les ingénieurs admettent géné- 
ralement que l'écrasement du fer a Heu sous une cliarge de 
c?5oooooo de kilogrammes. Si, comme pour la fonte, on prend 
le coefficient de compression qui doit entrer dans les calculs 
égal à 7 ou à -^ de la charge de rupture, on aura 

C = 6250000*"», 
Cr=4i66666K 

Ainsi les écarts entre les coefficients déduits de la charge li- 
mite et de la charge de rupture sont peu considérables, de 
sorte que, dans la pratique, on pourra adopter 

C = 6000000^*. 

138. Formule de M. Love pour les colonnes en fer. — La 
formule de M. Love relative à la rupture est, en désignant par 
C, le coefficient de rupture par centimètre carré, 

pkg Ç^^ 



1 ,55 -f- o,ooo5 ( -% 



A exprimant Taire de la section en centimètres carrés, /, rf la 
hauteur et le diamètre en centimètres. 

Le coefficient de rupture par centimètre carré étant égal 
à 25oo kilogrammes, en remplaçant C* par ce nombre, on 
pourra déterminer Teffort capable d'écraser une colonne en 
fer, au moyen de la formule 

pkg ^ 25oo X A 



1 ,55 -f o,ooo5 ( -.\ 

Remplaçant A par sa valeur — ; — ^» on a 
25oorf' 25ooc?^ 



..,3[.,55-..o,ooo5(^)] '.973^M- 0,00064/» 
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Comme nous avons admis que le fer peut supporter, avec 
sécurité, une charge de 6000000 de kilogrammes par mètre 
carré ou de 600 kilogrammes par centimètre carré, en rem- 
plaçant 25oo par 600, on aura la formule qu'il convient d'ap- 
pliquer au calcul de la charge permanente que peuvent sup- 
porter, dans les constructions, des colonnes de dimensions 
données. 

l39. Application de la formule de M, Love aux colonnes 
creuses. — L'examen de ces formules fait immédiatement re- 
connaître qu'elles ne se prêtent pas très-commodément aux 
applications usuelles sur les colonnes creuses. Dans l'hypo- 
thèse, d'ailleurs très-admissible, que la résistance d'une co- 
lonne creuse à l'écrasement est égale à la résistance d'une co- 
lonne pleine du diamètre extérieur, diminuée de la résistance 
d'une colonne pleine du diamètre intérieur, l'une et l'autre 
ayant même hauteur, on est encore obligé de recourir à des 
tâtonnements successifs pour trouver ces diamètres. 

Eclairés par l'expérience, les fondeurs ont constaté que 
l'épaisseur des colonnes creuses ne doit jamais descendre au- 
dessous d'une limite indépendante des conditions de résis- 
tance que nous avons indiquées, mais qui dépend de la nature 
des fontes, de leur degré de fluidité et surtout de la longueur 
des colonnes; de telle sorte que la matière puisse être égale- 
ment répartie autour du noyau et que la fixiié de celui-ci soit 
assurée. Ordinairement, dans les constructions, on se conforme 
à la règle suivante : 



Hauteur 


Épaisseurs inférieures 


des colonnes. 


en millimètres. 


m m 

2 à 3 


12 


3 à 4 


i5 


4 à 6 


"20 


6 à 8 


25 



11 importe de ne pas donner aux colonnes une épaisseur 
moindre que celles indiquées au tableau, lorsque les charges 
seront un peu fortes. Ces conditions, imposées par les diffi- 
cultés du moulage des colonnes, ne sauraient cependant dis- 
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penser de calculer leur épaisseur, en fonction des charges 
qu'elles doivent supporter, sauf à l'augmenter, si l'application 
des règles qui précèdent conduisait à un résultat inférieur à la 
limite minima. La charge et la hauteur étant connues par le 
projet, on se donne le diamètre extérieur, de manière que les 
proportions de la colonne sqient en harmonie avec la struc- 
ture de rédifice. 
Appelons 

/ la hauteur de la colonne en fonte; 

P la charge permanente qu'elle doit supporter; 

P' la charge que peut supporter une colonne pleine, de même 

hauteur, ayant le diamètre extérieur donné; 
P" la charge d'une colonne pleine, de même hauteur et dont 

le diamètre est celui du vide cherché; 
d" le diamètre intérieur; 

D'après ce qui a été dit, 

P''=:P'— P. 

Les quantités P' et P étant préalablement déterminées par 

la formule de M. Love, il sera facile d'en déduire le diamètre 

intérieur rf", en l'appliquant de nouveau à la charge P*'; car 

on aura 

___i25oçr^_ 

"~ i,85é/''-^-f-o,oo43/='' 

d'où 

i,85P"rf''^-t-o,oo43P''/'i= i25orf"\ 

11^0 d"'- i,85P"d''' = o,oo43P'^/% 

^„, i,85P''rf"^ o,oo43P''/^ 

Q, ^ — . ' — — ■ — • 

l25o I25o 

Posant d"^ = x, il viendra 



1 ,^5P^ _ o^oo43P'' /^ 
i25o 1260 



07' = = -i= y 



d'où 



i,85P'" , /(i,85)'P"^ . o,oo43P'7^ 



V (2x1250)' I 



2X1260 V(2Xi25o)' i25o 
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Réduisant au mêmedénominaleur la quantité sous le radical 



Jih^ 



1,85?*' , /( 1, 85 )»P"^ -h 0,0043^7^X22x1250 

X = =— 4- 



2 X I25o V (2Xl25o) 



s/' 



3 



^_ i, 85P^ / P^^(3,4225P^^-t-2i,5o)/ 



x = 



2 X I25o V (2Xl25o)2 

4- ' ^ v^P^^(3,4225P^+2i,5o/S 



2 X I25o 2 X I25o 

^= ^ (i ,85P''+ >/P"(3,4225P" •+ 21 ,5^); 
d'où 

^" = v/i (' jSSP'^-f- v^P"-i-(3,4225P"-4-2i,5o/0, 

d" = j'a V(i ,85P''-i- v/r (3,4225P'^4- 21 ,5o/») . 

Ainsi que nous l'avons fait observer, si l'épaisseur de la 

colonne est égale ou supérieure à la limite minima 

indiquée, on adoptera la valeur trouvée. Dans le cas contraire, 
on laugmentera jusqu'à ce qu'elle atteigne celte limite ou 
bien, ce qui vaut peut-être mieux, on diminuera le diamètre 
extérieur que l'on s'est imposé d'abord et l'on recommencera 
le calcul pour ce nouveau diamètre. 

liO. Résistance des tubes à la compression. — Formule de 
M, Fairhairn, — On doit à cet ingénieur anglais d'intéres- 
santes recherches sur la résistance des tubes soumis à des 
pressions extérieures, qui tendent à l'écraser. Ses expériences 
relatives aux tubes des chaudières de locomotives ont été 
exécutées au moyen d'une presse hydraulique, refoulant l'eau 
dans un grand cylindre. Les tubes expérimentés étant soli- 
dement fixés dans ce cylindre, on comprend que, au moyen 
de deux manomètres parfaitement gradués, M. Fairbairn ait 
pu estimer exactement la pression exercée sur les parois ex 
lérieures. 

De la comparaison entre elles des dimensions des tubes et 



3l8 COURS DB HÉGANIQUB* 

des pressions respectivement exercées sur chacun d'eux, il a 
déduit la formule 

dans laquelle 

P exprime en kilogrammes, par centimètre carré, la pression 

capable de produire l'écrasement ; 
A une constante, dont la valeur dépend de la nature du métal 

dont les tubes sont formés; 
L la longueur du tube en mètres; 
D le diamètre intérieur en mèlres; 
£ répaisseurdu métal en mètres. 

. Dans deux séries d'expériences, M. Fairbairn a trouvé: 

Moyenne des résultats de la première série. ... A = 386i2o 
Moyenne des résultats de la seconde série A = 420000 

Moyenne des résultats des deux séries 4o3o6o 

Prenant le nombre 4ooooo> on pourra employer la formule 
suivante pour les tubes en tôle : 

P =: 400000 -p- • 

Des expériences analogues à celles de M. Fairbairn ont été 
faites à Montiuçon sur des tubes formés de plusieurs feuilles 
de tôle assemblées longitudinalement et transversalement par 
des rivets. 

Le tube soumis à l'expérience avait 2 mètres de longueur, 
l'^^ro de diamètre intérieur et o™, 006 d'épaisseur. L'écrase- 
ment a eu lieu sous une pression de 5 j atmosphères. De la 
formule de M. Fairbairn 

"" DL 

déduisant la valeur A, il vient 

PDL 

A = -r= • 

E^ 

Introduisant dans cette équation le résultat de l'expérience 
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de Moniluçon et les dimensions du tube expérimenté, on 

aura 

. 5,6Si5 X i,88x 1,70 ^ ., 

o,ooôo3o ^ 

Nous ferons observer que, dans rappllcation de la formule, 
la longueur du tube a été réduite à 1,88, attendu que la pres- 
sion qui tend à produire Técrasement n'agit que sur la partie 
des parois du tube comprise entre les rivets d'assemblage, 
aux deux extrémités. Ainsi la valeur de la pression capable 
d'écraser les tubes des foyers intérieurs pourra être déterminée 
par la formule 

P =r 500000 y-rr » 

P étant la pression en kilogrammes par centimètre carré et 
les dimensions du tube étant rapportées au mètre. 

Des expériences faites par M. Manès, ingénieur en chef des 
Mines, sur des tubes en cuivre rouge, de différentes dimen- 
sions, ont conduit, par l'application de la formule aux valeurs 
suivantes de la constante A : 

Première expérience. A = SSogSo 

Deuxième expérience A := 5i65oo 

Troisième expérience. A = 867720 

Valeur moyenne A = 645o5o 

D'autre part, un tube en laiton de a mètres de longueur, 
0™, 10 de diamètre eto"*,oo4 d'épaisseur, expérimenté à Mont- 
luçon, dans les mêmes conditions que les précédents, a été 
écrasé sous une pression de 18 atmosphères. Le calcul du 
facteur A, au moyen de la formule, a donné la valeur 

A = 9^97oo*'«. 

En résumé , dans des cas analogues à ceux que nous 
venons de citer, on pourra toujours, par la formule de M. Fair- 
bairn et avec les valeurs de la constante A, calculer la gran- 
deur des pressions extérieures capables de produire l'écrase- 
ment d'un tube dont la longueur et le diamètre sont donnés. 
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CHAPITRE IX. 



14.1. Résistance des corps à la flexion. — La théorie de h 
résisiance à la flexion est basée sur des faits (Inexpérience re- 
cueillis par divers observateurs. Pour rinielligence de ce qui 
va suivre, nous allons les rappeler sommairement. Lorsqu'un 
solide disposé horizontalement sur deux appuis est soumis à 
l'action d'un effort extérieur qui tend à le fléchir transversa- 
lement, la face supérieure devient concave et la face infé- 
rieure convexe, de sorte que certaines fibres s'allongent, tan- 
dis que d'autres se raccourcissent. Galilée, et après lui 
Mariotte et Leibnitz ont admis, d'une manière absolue, que 
toutes les fibres, à partir de la face supérieure, s'allongenl. 
Des expériences, exécutées en 1767, par Duhamel du Mon- 
ceaux, sur des bois de différentes essences, ont confirmé que 
les fibres placées du côté de la surface concave s'allongenl et 
que celles situées du côté de la surface convexe se raccour- 
cissent ou se compriment. De plus, les allongements et les 
raccourcissements étant d'autant plus grands que les fibres 
considérées sont plus voisines des faces extérieures, il s'en- 
suit que de l'extérieur à l'intérieur ils doivent diminuer de 
plus en plus et qu'il doit exister une surface telle que les 
fibres qui en font partie restent de longueur constante. Pour 
ce motif, cette surface a reçu le nom de couche neutre ou de 
couche des fibres invariables. Celte hypothèse, qui, dans l'élai 
actuel de la question, a prévalu s'accorde avec les résultats des 
expériences de MM. Charles Dupin, Duleau, Fairbairn el 
Morin. 

En résumé, les lois fondamentales de la résisiance à la 
flexion peuvent être énoncées de la manière suivante : 

Lorsqu'un solide prismatique ^ placé horizontalement sur 
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deux appuis ou encastré à une extrémité, supporte une charge 
qui tend à le fléchir transversalement : 

1° Il prend une forme courbe; 

2° Les fibres placées du côté de la surface concave s'al- 
longent; 

3** Celles qui sont du côté de la surface convexe se raccour- 
cissent; 

4° Les allongements sont égaux aux raccourcissements ; 

5° Les allongements et les raccourcissements sont propor- 
tionnels aux charges qui produisent les flexions, 

142. Équation générale d'équilibre, — Considérons un so- 
lide BD {fig. 78) encastré à Tune des exlrémilés el suppo- 



Fig. 78. 




ax' 







+p 



sons que, sous Taclion d'une force qui agit perpendiculaire- 
ment à sa longueur, il prenne la forme BD', de manière que 
non-seulement Textrémilé Y de la fibre neutre soil fixe, mais 
encore que la tangente à la courbe affectée par cette fibre, 
après la déformation, ne puisse pas changer de direction. Le 
corps étant regardé comme formé d'un très-grand nombre de 
fibres parallèles juxtaposées, si nous imaginons des sections 
transversales perpendiculaires à Taxe longitudinal, le mouve- 

Méc,D,—l\, ai 
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menl de roialion imprimé à ces fibres, par refforl de flexion, 
ayant lieu, dans chaque section, autour d'une ligne coniinue 
de la couche invariable, il est clair que les allongements et 
les raccourcissements seront proportionnels aux dislances des 
fibres considérées à cette couche. Soient donc n/i', W deux 
sections transversales infiniment voisines, dont les plans, suf- 
fisamment prolongés, se rencontrent suivant une droite per- 
nendiculaire au plan qui, dans le sens de la longueur, partage 
le corps en deux parties symétriques. Après la déformation, 
les seciions considérées ne cessant pas d'être normales à la ligne 
des fibres invariables, la projection de l'intersection des plans 
des sections sera le centre de courbure de cette ligne. Parle 
point d! y où la fibre invariable rencontre la section M', me- 
nons uu' parallèlement à nn\ Il est évident que la partie e^' 
d'une fibre, limitée aux deux sections et qui, avant la flexion, 
avait une longueur ee'= n' m'= dd' y s'est allongée d'une quan- 
tité e'e" proportionnelle à la distance r de cette fibre à la fibre 
invariable; car les deux triangles Orfrf et e' d' e" étant sem- 
blables, on a 

e'e- dd' ., , , , e'd'xdd' 
Vd'^ôd^' dou ee=. ^^, > 

Représentant par a l'arc élémentaire de la fibre invariable, 
compris entre les deux sections, par r' la dislance e"rf'dela 
fibre considérée à la couche invariable, ei par 11, le rayon de 
courbure de la courbe afi'eciée par la fibre neutre, on aura 

relation qui indique très-clairement que, la quantité — éiani 

une constante pour toutes les fibres comprises entre les sec- 
tions, l'allongement e' e" sera proportionnel à la dislance à la 
couche invariable. De cette relation on déduit encore 



e' e" r' 



» 



a Kl 

et, comme 

a = dd' = ee'f 
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il vient 



de" e'e" r' 



dd' "" ee' "" R, 



« 

e' e" 
II est visible que — - représenie rallongement / par mèlre 

courant^ de sorte que 



r 

Appelant m' l'aire de la section de la fibre et M le module 
d'élasticité, la résistance x' à l'extension sera 

x' = Em'i = — =r — = — m'/'. 

Kl Kl 

Remarquons présentement que, dans l'hypothèse où l'ef- 
fort de flexion ne cesse pas d'être perpendiculaire à la lon- 
gueur et où la flexion est très-peliie, ce qui doit toujours 
avoir lieu, si pour chaque section on décompose l'effort ex- 
térieur en deux autres, l'un perpendiculaire à la section et 
l'autre parallèle, la grandeur du premier sera nulle ou telle- 
ment faible que Ton pourra en faire abstraction, de sorte 
qu'il ne produira aucune translation. Ainsi les forces inolécu- 
laires devront se faire équilibre dans le sens de la longueur; 
mais, si ces forces sont normales à la section, il en résultera, 
pour l'équilibre, que la résistance à la traction des fibres si- 
tuées du côté de la surface concave sera égale à la résistance 
à la compression des fibres qui se trouvent du côté de la sur- 
face convexe. Appelons 

X la résistance de la fibre la plus éloignée; 
r sa distance à la fibre invariable; 
m l'aire de la section. 

On aura 

E 



x= ^mr, 



et, pour d'autres fibres, 



x"=z^m"r\ x"'= ~ nfr". 



21. 
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Comme ces forces sont parallèles et que la condition d'équi- 
libre exige que leur résultante X soit égale à zéro, on aura 
réquation suivante : 

X=:-r;-/wr-h ^ m V -t- ^ m^'r"-!-. . . =o 
Kl Kl Kl 

OU 

E 

X= ~ (mr-f- /wV -+- m" r" -^. . .) = o. 

Or les quantités renfermées entre parenthèses représentent 
les moments de. tous les éléments de la section par rapporta 
la ligne des fibres invariables et, puisque leur somme est 
égale à zéro, elle doit évidemment passer par le centre de 
gravité de la section. On déterminerait absolument de la même 
manière la grandeur de la résistance opposée par d'autres sec- 
tions de la pièce, de sorte que, Tétat d'équilibre étant assuré 
pour la section où se manifeste la plus grande énergie des 
forces extérieures, a fortiori il le sera pour toutes les autres. 
Cette section a reçu de Poncelet le nom de section dange- 
reuscy parce que dans cette partie se produisent les plus 
grandes altérations, qu'il faut avoir soin de limiter, de ma- 
nière que la solidité de la pièce ne soit pas compromise. 

Lorsque le corps soumis à l'action des forces qui tendent 
à le faire fléchir est parvenu à l'étal d'équilibre, comme le mou- 
vement de rotation.des fibres s'est opéré autour de la ligne des 
fibres invariables, la somme des moments des actions molé- 
culaires par rapport à cet axe doit être égale à celle des mo- 
ments des forces extérieures sollicitant la pièce encastrée. En 
multipliant les résistances moléculaires par les distances res- 
pectives à la ligne des fibres invariables, on aura tous les mo- 
ments de ces forces 

^mr\ ^m'r'^, f ''*"^"'' 
et leur somme sera 

Remarquons que la somme des quantités renfermées entre 
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parenthèses est le moment d'inertie de la section, par rap- 
port à la ligne des fibres invariables; donc cette somme, 
d'après la notation adoptée, sera 

El 

Appelant P, P', P*',... les forces extérieures et />, p'^p",... 
leurs bras de levier, c'est-à-dire les distances des points d'ap- 
plication à la section, Téquation générale d'équilibre, relative 
à cette section, sera exprimée par 

Pd -f- py -+- PV -4-. . . = ^- 

Dans les constructions, il importe que cet état d'équilibre 
soit constant et que la grandeur des efforts ne dépasse pas 
certaines limites, qui dépendent de la nature des matériaux 
employés. On comprend donc que, en aucun cas, les fibres de 
la section transversale considérée ne doivent pas subir un al- 
longement ou un raccourcissement supérieure la limite d'élas- 
ticité. Pour rendre cette équation d'un usage commode dans les 
applications, considérons la fibre la plus éloignée de la ligne 
des fibres invariables, c'est-à-dire celle qui s'allonge ou se 
raccourcit le plus. Soit n! u' cette fibre, dont l'allongement 
est u'k\ La comparaison des triangles semblables u'd'h' et 
dOd' fournit encore la relation suivante : 

u'h' _ u'd' 
dd' "" Od' 

Or dd'=zn'u', longueur delà fibre la plus éloignée avant 
la déformation; u' d' :=: r^ distance de cette fibre à la couche 
neutre et Orf = Ri, rayon de courbure de la fibre invariable. 
£n remplaçant, on aura 

u'k' _ r 

n'u'"' R,' 

Appelant V l'allongement par unité de longueur, cette relation 
sera exprimée par 

u'h' r V j» ^ ' '' 
-7-7 = ïr = ^> ^ou ir = -- 
n'u' R, Ri '^ 
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I /' 

Remplaçant ^ par - dans Téquation générale d'équilibre, 
il viendra 

P/? -t- P>' -+- P'>" -f- . . . == ^^±L. 

Nous avons vu plus haut que l'effort d'extension ou décom- 
pression qui correspond à la limite d'élasticité est égal au pro- 
duit du module d'élasticité par l'allongement de l'unité de 
longueur et par l'aire de la section. Donc E/' représentera la 
grandeur de cet effort pour une section dont l'aire est l'unité 
de surface; mais, comme l'effort permanent ne doit jamais at- 
teindre la valeur qui correspond à la limite d'élasticité, si 
nous désignons par F le caefficient de résistance à la flexion, 
c'est-à-dire l'effort permanent que peut .supporter la pièce, 
en toute sécurité, par mètre carré de surface, il est évident 
que, dans l'application de l'équation d'équilibre, il faudra 
remplacer Ei par F et l'on aura 

Pp-f-P'p-4-P'y'-^ •• = — • 

Si toutes les forces extérieures se réduisent à une seule P, 
dont le bras de levier est /, l'équation prendra la forme 

FI FI 

P/ = — , d'où P = ^- 
r H 

C'est ordinairement ainsi qu'est exprimée la formule qui 
sert à trouver l'effort de flexion que peut supporter une pièce 
encastrée par l'une des extrémités et sollicitée en un point 
quelconque de sa longueur par une force qui tend à la fléchir 
transversalement. 

La théorie que nous venons d'exposer se rapporte au cas où 
le rapport des efforts d'extension aux allongements qu'ils oc- 
casionnent est le même que celui de ces efforts aux raccour- 
cissements qu'ils produiraient s'ils étaient emploj'és à com- 
primer la pièce; mais cette hypothèse n'est exacte qu'entre 
des limites très-étroites et son application conduirait à des 
résultats erronés pour des charges qui se rapprochent de celle 
relative à la rupture. Cette restriction est naturellement im- 
posée par les expériences de M. Hodgkinson sur la ré- 
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sistance du fer et de la fonte à la traction et à la compres- 
sion. Elles ont» en effet, mis en évidence que les extensions 
et les compressions, jusqu'à de certaines limites, sont ap- 
proximativement proportionnelles aux charges et qu'elles 
sont à peu près égales, mais que les choses ne se passent pas 
delà même manière au delà des limites assignées. Ainsi, pour 
la fonte, la résistance à la compression surpasse, de plus en 
plus, la résistance à Textension, quand l'effort de compression 
prend des valeurs qui le rapprochent successivement de la 
charge de rupture, tandis que, pour le fer, le phénomène con- 
traire se manifeste. 

Mais comme, dans les constructions, les flexions que pren- 
nent les pièces sont calculées de manière que l'égalité entre 
les allongements et les raccourcissements des fibres ne cesse 
pas d'exister, la formule générale, basée sur cette hypothèse, 
trouvera son application dans les cas ordinaires de la pra- 
tique. 

En résumé, celte formule peut être ainsi traduite en lan- 
gage ordinaire : 

V effort de flexion que peut supporter une pièce encastrée 
par l'une des extrémités et sollicitée en un point quelconque 
par un effort perpendiculaire à sa longueur est proportionnel 
au coefficient de résistance à la flexion, au moment d'inertie 
delà section considérée par rapport à la ligne des fibres inva- 
riables et en raison inverse du bras de levier de V effort et de 
ia distance de la fibre la plus éloignée à la fibre invariable. 

De ce qui précède il résulte que, dans les constructions, 
pour assurer la stabilité des pièces que l'on doit employer, 
leurs dimensions doivent être calculées de manière qu'il y 
ait équilibre entre les forces moléculaires et les forces exté- 
rieures. Lorsque la section transversale du solide est con- 
stante, la section dangereuse est la section d'encastrement, 
puisque, pour le même effort, elle correspond au bras de le- 
vier maximum. 
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Ta]>leaa des coefficients de résisUace à la flexion relatifs aox corps 
employés dans les constructions. 



.™„.„„^™. 


orilHlr». 


■ATfium 


PodU de cbemint de fer 

'«"" r..„h,d,..ll,u, 

Pièce» ordiniiirea de in»chine.. 
Ferfoiïé 


.0000.^' 

30CWOOO 
; 500 000 
Gooaooo 
16660000 

IIÔOOOOO 

600000 


7500000 

8000000 

i6663ooo 
800000 




Bo» de cbène ou de sapin 



1%3. Application de la fdhiiijle & DippfiRENTS profils. — i°La 
section est un rectangle dont les dimensions sont a et h 

iJs- ra)- 






_ 6Pf 
^ F ■ 



Si l'on veut lenîr comple du poids du solide, appelant /i le 
poids du mètre courant, le poids total sera pi; d'où 



el + plx- 
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eu 

\ 2/ r 2 ri 2b/ 

ab*= p 

L'examen de la formule 

6/ 

montre que la résistance à la flexion est directement propor- 
tionnelle à la première puissance de Tune des dimensions et 
au carré de l'autre. Pour augmenter cetie résistance, il suffira 
donc de rendre leur rapport le plus grand possible, sans tou- 
tefois excéder la limite au delà de laquelle la pièce serait 
faussée. 

Supposons que la pièce soit posée à plat et désignons par P' 
la résistance à la flexion dans ce cas; on aura 

61 
Divisant membre à membre, il viendra 

P _ «ft^ _ ^ 

Puisque, par hypothèse, b^a, on aura 

P>P'. 

Il y a donc avantage à disposer la pièce de champ plutôt 
qu'à plat. 

2** La section est un carré dont le côté est horizontal» 
Dans la formule relative au rectangle, il suffit de faire 6 = rt, 

i> Fa* , 6P/ 
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En tenant compte du poids de la pièce, 

l 
F 



..!hl) 



Quand le solide est disposé de manière que la diagonale 
soit horizontale, 



1 = 



12 



a 



et r= — n 

v/2 



Introduisant ces valeurs dans la formule générale 

Fa'sfl 2 Fa' Fa' 



P = 



i2a/ ,2/^2 6/^2 



Puisque v/2 > i, il s'ensuit que le dénominateur 6/ \/2 sera 
plus grand que 6/ et, par conséquent, la valeur de P, lorsque 
le côté est horizontal, sera plus grande que dans le second cas. 

On aura encore 



, 6P/i/2 

ic = — 9 



6 P 



P^^ 



Isji 



a' = 



Quand la section est rectangulaire, pour les pièces de char- 
pente en bois, on fait ordinairement' 

n*après cela, examinons si, pour les bois en grume, il est 
préférable que Téquarrissage soit à section carrée ou à section 
rectangulaire. 

Soient [Jlg. 80) 

Fig. 80. 




a et 6 les dimensions d'un rectangle inscrit dans le cercle qui 
représente la section de la pièce de bois en grume; 
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6' le côlé du carré inscrit dans le même cercle; 

P, P' les résistances relatives aux deux formes de solide. 

On aura dans chaque cas 

Pour la pièce à section rectangulaire . P = -^y- ? 

F />'» 
Pour la pièce à section carrée P'= -n-r* 

Divisant membre à membre, 

P _a6» 

p/ — ^/3' 

La valeur b' du côlé du carré inscrit étant r^-i , on aura 

b'^ = rsji r\Ji r\Ji =^ 2,828r\ 

Si nous considérons le rectangle, d'après la convention éta- 
blie, 

a = ^b, a' = H^% 

ei, comme la diagonale du rectangle est le diamètre du cercle, 

ou 



et 

a=:yX 1,628/'= i,i63r; 

donc 

aX^'= i,i63rx 2,65o384r = 3,0821^ 

Remplaçant ab^ et b'^ par les valeurs que nous venons de 
trouver, la relation entre P et P' sera exprimée par 

P 3,o82r^ _ _, 

F^^8-i8>=''^9 "' P=i,o9P', 

ce qui prouve que la pièce à section rectangulaire est capable 
d'une plus grande résistance à la flexion que la pièce à sec- 
lion carrée. 
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3" La section est un cercle. 

Le moment d'inertie de la section a pour valeur 

, ttR^ ., , -. FttR* FttR» 

I^_, dou P = .^^=:-^ 

OU bien, en fonction du diamètre D, 



^ FttD» ^ ,^, 32P/ 
32/ Ftt 



eiy en ayant égard au poids de la pièce. 



D»^ 



^' (^ ^ ^') ' 

Ftt 



4® Le solide soumis à un effort de flexion est un tube creux 
à section rectangulaire [fig. 81). 

Fig. 8f. 




Désignant par a, b les dimensions du rectangle extérieur el 
par a' y b' celles du rectangle intérieur, 



Cl 



«6» _ a^ 
12 12 



Pi= 



_ ¥[ab^'-a'b'^) 

b , 
12 - / 
2 



ab'—a'b'^ 

> 

12 

¥(ab'—a'b '') 
66/ 



a6»j- «' 6" __ 6P 
6 "* F 



/ ab^-.a'b'' _^y'^ 2)^ 



F 
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5° Le solide encastré est un cylindre creux, auquel cas la 
section est une surface annulaire. 



ou 



4-- — =î(R'-^") 

*""4 V16 16 /~"64^ " '' 

F7r(D' — D") _ F7r(D«-D'«) 
^ ^, D. ~ 32D/ ' 



64 X - / 

2 



d'où 



\y — D'* 32P/ D« — D'« ^^^l'^+a'' 



) 

D ~" Ftt ' D "" Ftt 



6° Le solide est un tube à section carrée. 

Dans la formule relative au lube à section rectangulaire, on 

fait a= 6 el a' = b', 

^^ Y{a*-a'^) ^ 

bal 
a*- a'* 6P/ a'- a'* ^ (^ "^ T ' ^ 



a 



T' —T 



7** Le profil constant du solide est une ellipse. 
Appelant 2a le grand axe et 26 le petit axe, 

_ Tzab^ p Yizab^ __ Yuab^ 



d*où 



.A'-1)' 



Si le cylindre elliptique est disposé de manière que le grand 
axe soit vertical. 



et 



6û» = 4.-. *«' = 



<(''*f)' 



Ftt Ftt 



) 
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8" Le solide esl ua tube elliplique. 

Soient za, ib les axes de l'ellipse extérieure el 2a'. -ib' les 
axes de l'ellipse intérieure [fig. 82). 



Si le grand axe est vertical, 
, itba' Tib'a'* TT,, , 



fcfl'— 6'fl'' 4P/ ftfl'— h' a 
a ~ Fît ' a 



Fit 


6^.- *■„'.) 


4(p + 





Lorsque le grand axe est horizontal, on a 



I=J («(..-„■*■.). P: 



4*/ ' 



ab'—a'b" 4P/ gfe'— «'&' 

6 ~ Fit ' 



... 4 PH 



6 ^ Fit 

9° Ze profil a la forme d'une croix {fig. 83). 



Soient a, b les dimensions de l'un des rectangles et a' , b' 
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les dimensions de l'autre, 

. ab' (b'-~a)a'* 
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12 



12 



_ Y[ab^-^.{b'—a)a"] __ Y[ab'-h jb' — a)a''] 

b, ~~ 6bl ' 

12-/ 
2 

ab^^[b'-a)a'^ 6Pl 
b ~ F ' 

Ce cas se rapporte aux bras des roues d'engrenage. 
Les constructeurs adoptent les proportions suivantes : 

a=a\ b = b' 
ei 

^ = 5a, 6 = 6a, b=z']a. 

Si 6 = 5«, il vient 

i25«* 4^^__ 129a* 
12 ' 12 ^ 12 
d'où 

-. i2QFfl* i2qFû* , 3oP/ 

129 F 



3oal 
Pour b = 6a, on a 



3o/ 



221 Fa* 221 Fa' 



36 a/ 



36/ 



5 a' 



36P/ 
221 F 



Pour b =. 7a, 



p _ 349 F a* _ 349 F g' ^ _ 42P/ 
^ 42a/ ~ 42/ ' ^ "'349F* 

lo** La sec lion transversale a la forme d'un ï [fig, 84). 




F a' G 



Déterminons d'abord la distance de la fibre la plus éloignée 



336 COURS DB MÉCANIQUE. 

à la fibre invariable ei remarquons, à cet effet, que le profil 
se compose de la somme des surfaces des deux rectangles 
ABCD et EFGH; par conséquent, si nous considérons le côté 
supérieur AB comme axe des moments, l'application du théo- 
rème général fera connaître aisément la distance du centre de 
gravité de la section à cet axe. Appelons a, b les diniensions 
du rectangle ACDB et a', b' celles du rectangle EFGH. La dis- 
tance du centre de gravité du premier rectangle à l'axe étant 

- et celle du second — h 6, en désignant par x la distance du 

2 2 

centre de gravité de la section à Taxe, on aura l'équation 
«6 X - -f- a' 6' [\b' -^b) = [ab + a'V]x; 



d'où 



ou 



_^ab^-\-\a'b'^-^a'bb' 
~^ ab -{- a' b' 



_i[ab' + a'b'^-^ia'bb') 

%Xt — — 



ab -f- a' b' 

Soit YY' la direction de la ligne des fibres invariables. Re- 
marquons que la surface de la section est égale à la surface 
du rectangle ABNM, augmentée de la surface IFGK et dimi- 
nuée de la somme des surfaces des deux rectangles DEIM, 
HCNK; par conséquent le moment d'inertie de la section sera 
égal à la somme des moments d'inertie des deux premiers 
rectangles, diminuée de la somme des moments d'inertie des 
seconds, 

\ = '}Ç^ia'[b'-^b-^xy-^\[a^a')[x^b)\ 



d'où 



I = L[ax^ + a[b'-hb — x]^ - (a - a') [x - 6)']; 

F [ax^ -^a'[b' -\-b — xY —[a — a') [x — b^] 
— zi[b'\-b' — x) 



en faisant attention que la fibre la plus éloignée de la ligne 
des fibres invariables perce le plan de la section sur le côté 
inférieur du rectangle EFGH. 
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Ordinairemeni les construcieurs adoptent les proporlJons 
suivantes : 

a' = l) = \a et fr' = (7. 

Substituant dans la valeur de x, il vient 



La valeur du momeni d'inertie sera 

192 
ei la distance de la fibre la plus éloignée à la Tibre neuirc 
b + b' — x = a -t- ^a — \a = la ; 

par conséquent, 

p _ 37 F»' 3_2F^ 

~i92Xix/X«~ 168/ ' 
d'où 

,_i68P/ 
" ~ 37F * 

QuelqueTois aussi l'on fait 

«' = 6 = ia ei l>' = ia, 

II" Profil en double T à têtes égales {^g. 85). 

Flg. 85. 



Il est évident que, dans Ce cas, la ligne des fibres inva- 
riables passe par le milieu de la hauteur et que le moment 

liée. P. — II. ïî 
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d'inertie est égal au moment d'inertie du rectangle dont les 

dimensions sont AB, AF, diminué de deux fois le moment 

d'inertie du rectangle de dimensions CM et CE. Appelant a et 

b les dimensions du premier et a! , h' celles du second, on 

aura 

1 = ^ah' — -^la! b'' = -^[ab^ — ia' b"). 

Introduisant celte valeur dans la formule générale, 

_ F [ab' — 2a' 6'^) _ F(ab'— 7.a' b'') 



b , 

12 - / 
2 



66/ 



d'où 



b "" F ' 

Faisant, comme cela a lieu ordinairement, a' = |a et 
6'-f6, 

«&'— 7.a'b'^=2 ab^—2.XiaX -^ b^ = ab^— ]^ ab^=P^ab' 

^ 120 375 370 

et 

^ 247Fa6* 247 Fa6' . 2260 P/ 

P — •:=: — — 9 fl/>' z= • 

375X66/ 2260/ 247 F 

12° Profil en double T dont les nervures sont renforcées par 
des cornières. 

Comme dans le cas qui précède, la couche des fibres inva- 
riables passe par le milieu de la hauteur de la section. £n ob- 
servant avec attention la fg. 86, on voit aisément que le mo- 

Fig. 86. 




ment d'inertie de la section est égal au moment d'inertie du 
rectangle dont les dimensions sont a et 6, diminué de deux 



DEUXIÈOIE PARTIE. — CHAPITRE IX. SSq 

fois la somme des moments d'inertie des rectangles ayant pour 
dimensions respectives (a', 6'), (a'', 6"), (a'", b"*); par consé- 
quent, 

I = JL [rti* _ 2 (a' 6'^ + a'' b"' -+- o''' 6'''» )] 

et 

F [a6» -^ 2 (fl^ 6^» -4- a" b''^ + a^^ 6^^^» )] 

Ce cas se présente très-fréquemment dans la construction 
des ponts de chemins de fer. La formule devient très-simple 
lorsque Ton connaît le rapport des quantités a, a', a", a"* et 
celui des dimensions b, 6', 6", b'". 

H4. Formules pratiques relatives à des solides déformes di- 
verses, encastrés par V une des extrémités et sollicités à l'autre 
extrémité par un effort perpendiculaire à. la longueur, — Pour 
établir ces formules, il suffit de remplacer, dans les formules 
générales, la quantité F par les valeurs relatives à chaque na- 
ture de corps. Nous avons vu que Téquation générale, en te- 
nant compte de la charge uniforme qui résulte du poids du 
solide, est représentée par 

P/4-p/X- =-7 

OU 

Si Ton fait abstraction du poids du solide, la formule de- 
vient 

Quand, au contraire, le corps encastré n'est soumis à Tac- 
lion d'aucune force extérieure et qu'il tend à fléchir, par 
l'action seule de son propre poids, on fera P = o, et l'on a 

P^=^ -FF' 

Ainsi, suivant les cas, on fera 

F =:0 ou ^— =:0 

2 

23. 
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OU bien encore on conservera ces deux termes, si Ton veui 
tenir compte à la fois du poids du solide et de l'effort exté- 
rieur. 

Les formules qui suivent ont pour objet la recherche des 
dimensions que Ton doit donner aux pièces employées dans 
les constructions, de manière à en assurer la stabilité. 



/ 



Fonte, 



Fer. 



Chénc ou sapin 



1° Solides prismatiques. 



Cas ordinaires. 



aù^ = 



ab' = 



M) 

I 260000 



i 000000 



/ 



..M) 



ab' = 



I 00000 



Constructions allégées 

ou 

matériaux de choix. 



ab' = 



cib' = 



1670000 



i33oooo 



/ 



ab' = 



i 33ooo 



Fonto 



Fer. 



2° Solides cylindriques à section circulaire. 



Cas ordinaires. 






D» = 



Cliêne ou sapin. 



D' 



7363i2 

589000 

58905 



Constructions allégées 

ou 

matériaux de choix. 

981739 



W = 



785333 
P( 



D^ = 



7' 



78540 
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3** Solides cylindriques à section elliptique. 



Fonte. 



ha^ = 



Fer. 



ChêDe ou sapin. ba 



Cas ordinaires. 
6887600 
4710000 



Constructions allégées 

ou 

matériaux de choix. 



ba^^ 



bà = 



bc^^ 



471000 



bà = 



7860000 

6280000 

628000 



4® Tubes à section rectangulaire. 



Fonte. 



Cas ordinaires. 
nb^^a'b" _ \ 2) 



1260000 



Constructions allégées 

ou 

matériaux de choix. 

ab'-a'b" ^ \ 2 y 
b ~ 1670000 



/ 



Fer. 



ab^' 



«'." (^-?)'. at'-.l>'^ (^-?)' 



Chêne ou sapin . 



ab' 



1000000 

pi 



i33oooo 



a'0"_M)! al.-^'i>'^_M> 



I 00000 



i33ooo 



5® Tubes à section circulaire. 



Cas ordinaires. 

pi 



Constructions allégées 

ou 

matériaux de choix. 



Fonte, 



Fei 



D 

D* — D"" 
D 



P H- ^ W 
1471876 



)' D.-.V._(-?) 



/ 



/ 



Chêne ou sapin . 



I 177600 



1962600 

1 670000 



D 
D 



D 



117760 



D 



1 67000 
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Fonte. 



Fer. 



Chêne ou sapin. 



Fonte 



Fer. 



Chêne ou sapin, 



Fonte. 



Fer. 



Chêne ou sapin. 



6° Tubes à section elliptique. 



btâ 



h(^ 



Cas ordinaires. 
a 5887500 



Constructions allégées 
ou 
matériaux de choix. 






/ 



a 



bd 






7860000 



a 



bc^ 



-...>_("*?)' 



4710000 

2 
471000 



a 



6280000 



bà^ b'a'^ K'^ 1} 



a 



628000 



7* Solides à section en double T. 



Cas ordinaires. 



Constructions allégées 

ou 
matériaux de choix. 



ah 



ab 



»-2g^^^ ^ y 2/ at^-'i(^b'* J^ ir 
b ~ i25oooo b "" 1670000 

»_2«'^'»_ V*^^ 2^ ab^'-'ia'b'^ _\ 2) 



ab" 



b 1 000000 b i33oooo 

5 '- 



I 00000 



i33ooo 



8° Solides à section en simple T. 



Cas ordinaires. 



Constructions allégées 

ou 
matériaux de choix. 



/ 



ar = 



1651785 
1321428 

l32l42 



C* = 



a = ■ — 

2202380 

1761904 

176190 
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90 Solides dont la section est en jorme de croix. 

Constructions allégées 
ou 
Cas ordinaires. matériaux de choix. 

ab^^[b'-a)d' V'^^t)^ al^^[b'-a)a'' _ y'^^)^ 

^* b = 1250000 b 1670000 

^^■^ 1 loooooo b i33oooo 

/' pl\, (^^pL\i 

Chêne ou sapm. '-^ =.____ ^ ^33^^^ 

10° Bras des roues d'engrenage, 
( Section en croix.) 

Fonte. Fer. 

^ P^_ VI 

^°^=^^ ^'""32250000 ""aSSooooo 

VI 3 VI 

^'^ = ^^ ^'=46o4535o '' = 36833333 

• 

145. Applications.— i** Trouver la charge que peut supporter 
en tonte sécurité une barre carrée en fonte de o"', 12 de côtéy 
sachant que la charge agit à 6^, 75 de la section d'encastré-- 

ment. 

p^FV^ p_ 7500000 X (0,12)» _p^^,, 

6/ 6x0,75 

2® Trouver les dimensions d'une pièce de bois encastrée à 
Vune des extrémités et capable de supporter une charge de 
900 kilogrammes, à i",8o de la section d'encastrement. 

Si ron néglige le poids du solide, on doit appliquer la for- 
mule 

ab' = 

I 00000 
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Pour les pièces de charpente, la dimension a élant les 1 de ^ 
on a 

' I ooooo 5 X I ooooo 



V 5 X looooo ' 

S** Trouver le côté de la section d'une pièce de bois carrée, 
encastrée à l'une des extrémités et supportant une charge de 
i5oo kilogrammes, â i"*,3o de la section d'encastrement, 

, P/ ,, i5oo X 1 ,3o 

0^ = 9 O^ = 9 



I ooooo I ooooo 



, 3 /i5oo X 1 ,3o _ ,, 

6= 4/ — =: o"*,2bq. 

y I ooooo ^ 

4^ Trouver le diamètre d'un cylindre plein en fonte, en- 
castré à l'une des extrémités et sollicité à i^ ,8o de la section 
d 'encastrement, par un effort de booo kilogrammes qui tend 
à le fléchir, 

I)« = -4L., D.,^ 8oooxi».8o ^ 
^363 12 7363 12 



-v/ 



3 /8ooo X I ,Bo „, ^ , 
7363.2 ='>-'^6942. 



5° Quel est le diamètre extérieur d'un cylindre creux en 
fonte capable de supporter le même effort à la même distance 
de la section d' encastrement , sachant que le diamètre inté- 
rieur doit être les f du diamètre extérieur. 

D^ — D^^ _ P/ D*— (|)<D^ __ 8ooox i,8o 

D "~ 1471875' D ~" 1471875 ' 

-.3/ 256\ __ 8000 X ï »8 369 D* _ 8000 X 1 ,8 
V""6^j "" 1471875 ' "6^~" 1471875 ' 

_ 3 /8oooXi,8x ^ _ ^g 

^-y 1471875x369 -^ '^^^^^• 

6*^ Trouver les dimensions d' un tube rectangulaire capable 
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de supporter un effort de loooo kilogrammes, à une dislance 
de 3 mètres de la section d'encastrement, 

ab^ — a' b'^ P / 



b i25oooo 

On suppose 

a'^{a, b'=={b, a = ^,b, 
d'où 

£n subsUluant dans la formule, on aura 

256 , 

b 1200000 b i25oooo 

67.5 b^ — 256 Z>' 10000 X 3 3696' 3 

1875 I25oOOO 1875 125 



V«i25 X369 ^'^ ^' 

par conséquent 

a= 'Y =0'", i653, 

(>' = I X Q,49^9 = o™' 3967»» 
rt'r={Xo,i653 = o"™, 13224. 

7*^ Trouver les dimensions des bras d'une roue d'engrenage, 
sachant que le rayon primitif de cette roue est égala i™,5o 
et que l'effort exercé est de 600 kilogrammes. 

Nous avons vu plus haut que la section affecte la forme 
en croix : 
1° On fait b =5a, 

3 — P/ 3 _ 600 X 1 ,5o 

3225oooo 3225oooo 



a=: i/ ^ z=o'",o3o3, 6=:5xo^",o3o3=:^o™,i5i5. 



2® On suppose b = 6a, 



^* = /a /irop: ' ^^ = K/ /£1 /coc = 0^,026937, 

46045350 y 46045350 *^ ' 

6 = 6 X 0^^,026937 = o™, 16 1622. 
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3° On suppose b—^^a^ 



a' = 



P/ 



'^^v/sïS^^^"'^"^^^^' 



62321428 

6 = 7 X o ,024352 == o", 1 70464. 



146. Dimensions d'un solide prismatique encastré par l'une 
des extrémités, la charge étant uniformément répartie sur la 
longueur de la pièce. — Appelons p la charge uniformément 
distribuée par mètre courant sur la longueur / de la pièce 
[Jig. 87) et soient s, s', s",. . . des éléments de cette longueur. 



Fig. 87. 






è^ 



^'11 



pi i ri \'\ 't i \ \ \ i -r-r 



yi 



distants de quantités x, x\ ^",... de la section d'encastre- 
ment. Les charges sur ces éléments seront exprimées par 

psy ps\ ps",,.., 

et leurs moments, par rapporta la section, seront respective- 
ment 

pSXy pS' X\ pS!* X" y. , . . 

La somme des moments de ces forces extérieures étant égale 
à la somme des moments des réactions moléculaires, repré- 

FI 

sentées par — » ainsi que nous l'avons vu, on aura 



,/ ^/ 



// — ^ 



FI 



ou 



psx-h ps' X' -4- ps" x" -h . . . = — 



FI 

p [sx H- 5' or' -t- s" x"'\- . . . ) = — • 
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£n vertu du théorème des moments, la somme des quanti- 
tés renfermées entre parenthèses est égale à /x -• Donc 



2 

pi , FI 
2 r 

La section étant rectangulaire, 

, ab' ^, , pi , ¥ab^ Tab' 

12 2 6 6 

12 - 
2 

Si, indépendamment de la charge uniformément répartie, le 
solide supportait encore un effort P, agissant à l'extrémité, le 
moment de la charge s'ajouterait à celui de cet efl'ort, de sorte 
qu'on aurait l'équation 



-,, pi , Fab^ 
2 b 






d'où 



ab* = -^— P 

11 est aisé de voir que ce cas se confond avec celui qui se 
rapporte à l'effort de flexion que peut supporter une pièce, en 
tenant compte de son propre poids. 

Ainsi, la charge étant uniformément répartie, on aura 

""^ ^ 2F " F ' 

et, en remplaçant F par les valeurs numériques indiquées 
plus haut, il viendra 

pl^ 

Pour la fonte ab' = -^' 

2000000 

pi" 

Pour le fer ab^ =z — f- 

2000000 

pl^ 

Pour le bois ab^^= — 

2000000 

Le résultat que nous avons obtenu en répartissant unifor- 
mément la charge montre que, si la moitié seulement de cette 
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charge était concentrée à rexlrémité de cette pièce, le moment 
de stabilité serait encore le même; donc, lorsqu'un solide 
est encastré à l'une des extrémités, la charge uniformément 
répartie sur sa longueur est équivalente à la moitié de cette 
charge appliquée à l'autre extrémité. 

ikl. Remarque essentielle. — Lorsqu'il s'agi t de trouver lesdi- 
mensions du solide, en tenant compte de son poids, la charge 
étant uniformément répartie, il suffit d'augmenter la charge 
par mètre courant du poids de la pièce aussi par mètre de 
longueur, puisque ces deux forces distinctes ont le même bras 
de levier, c'est-à-dire la dislance du centre de gravité de la 
pièce à la section d'encastrement. Nous ferons encore obser- 
ver que la recherche des dimensions, en ayant égard au poids 
de la pièce, conduit à une équation assez pénible à résoudre 
et, partant, peu commode pour les usages de la pratique. 

On procède, dans ce cas, par la méthode des approxima- 
tions successives que nous avons eu déjà occasion d'employer. 
A cet effet, on cherche d'abord le terme inconnu ab^, en né- 
gligeant le poids du solide et l'on a ainsi, pour première ap- 
proximation, les dimensions qui servent elles-mêmes à trouver 
approximativement le poids. En introduisant sa valeur dans 
l'équation et cherchant de nouveau «&% on aura, par seconde 
approximation, les dimensions du solide, d'où l'on déduira 
encore le poids correspondant. 

En continuant ainsi de suite, on obtiendra des valeurs de 
plus en plus approchées des dimensions du solide capable de 
satisfaire aux conditions que Ton s'est imposées. 

148. Cas oà le solide est sollicité par des forces perpendi- 
culaires à Vaxe et situées dans un plan longitudinal moyen,— 
I** Les forces sont de même sens. 

Soient a et 6 les points d'application de deux forces P et Q 
et /, /' leurs distances à la section d'encastrement [fig. 88). 
Les moments de ces forces étant P/ et Q/', on aura 

FI F «6* 

r o 

d'où 

au — ^ 
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Si l'on tient conopie du poids du solide ou si une charge est 



Fig. 88. 






'*- "-- r — 

~ j II I 



Qi 



6i 






a 



Tû S' 



uniformément répartie sur sa longueur, Téqualion d'équilibre 
devient 



d'où 



F 



2** Les forces sont de sens contraires. 

Dans ce cas, le moment des forces qui tendent à fléchir le 
solide estP/ — Q. /'si P/>Q/' etO,/'-P/si P/<Q,/'. On 
aura donc [fig. 84) 



d'où 



et 



F[ Fa6' • 



^fr._ 6(P/-Q./') 

— p 



Q.,_P/:..!|É!. ,/,^6(Q.^'-»>n. 



Dans la première hypothèse, la rupture tend à se produire 
de haut en bas et dans la seconde de bas en haut. 
La rupture peut avoir lieu suivant la section &6, lorsque 



Pa6>P/-Q./' ou P«6>Q,/', 
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selon que la rupture lend à s'opérer de haut en bas ou de bas 
en haut. 
Si P==Q„ on a 

P/— Q./' = P (/ — /') = Pa6, 

et, comme le moment de la force P, par rapport à la sec- 
tion bbi est aussi Pab, il s'ensuit que le moment de rupture, 
par rapport à la section d'encastrement, est absolument ie 
même que celui qui se rapporte à la section W,. Cette con- 
clusion s'applique également à toutes les sections comprises 
entre la section d'encastrement et \e point a. 

Enfin, lorsque les moments P/ et Qt /' de sens contraires sont 
égaux, le moment de rupture est nul, ce qui ne peut avoir lieu 
qu'autant que la résultante des deux forces qui tendent à flé- 
chir le solide est située dans le plan de la section et, puisque 
le bras de levier de la force Qi est moindre que celui de la 
force P, on aura 0>P- Généralement, le moment de rupture 
pour une section quelconque sera nul, s'il y a égalité entre 
les moments des forces de flexion par rapport à cette section. 

149. Dimensions d'un solide reposant librement sur deux 
appuis, la charge agissant perpendiculairement au milieu de 
la longueur. — Soient / la distance comprise entre les deux 
appuis A, B et P la charge agissant au milieu (Jig- 89). Le 

Fig. 89. 
JP P^ 

2 f fa 

X K — -- — -M - -H -g' 



4 !. ^^ 



n 

plan vertical mené par le point d'application de l'effort P di- 
visant la pièce prismatique ou cylindrique en deux parties sy- 
métriques, la flexion a lieu également sur chacune de ces par- 
ties; par conséquent, les fibres placées à la région inférieure 
s'allongent, tandis que celles placées à la région supérieure 
se raccourcissent, et l'état d'équilibre entre les résistances 
moléculaires et la charge, qui produit la flexion^ ne tarde pas 



DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE IX. 35 1 

à s'établir. Ainsi, la pièce lendant à se rompre au milieu de sa 
longueur, la seciion à ce point peut être considérée comme 

la section dangereuse; de plus, comme refforl peut être dé- 

p 

composé en deux autres égaux chacun à - et agissant aux 

points A, B, on peut aussi considérer la pièce comme encas- 
trée au milieu de sa longueur et sollicitée à Tune des extré- 

P / 

mités par une force - avec un bras de levier-- Par consé- 

^2 2 

quent, Téquation de stabilité sera 

P ^ ^ _ FI _ ¥ab^ _ Fab^ 
2! 2 r 6 b 6 

d'où 

,, 6P/ 3P/ 

4r 2r 

150. Cas où la charge agit en un point quelconque, — 
Soient /', l'' les dislances respectives du point d'application de 
la charge aux points d'appui A, B et x, x' les pressions exer- 
cées aux mêmes points. Ces pressions étant les composantes 
parallèles de la force P, on aura [Jig. 85) 



X l" x' V 

d'où 



P~ /' P "" /' 



pr , p/' 

^ = — ^^ ^ = " 

La rupture tendant à se produire à la section qui passe par 
le point d'application de l'effort de flexion P, le solide peut 
être considéré comme encastré suivant cette section et solli- 
cité au point A par un effort x agissant avec un bras de le- 
vier /', ou au point B avec un bras de levier /". On aura donc 

VV'V FI Fa6' ^, , ,, 6P/'/'' 

— r— = — = — ^— , dou ab^ = . 

l r o h l 

151. Cas où la charge est uniformément répartie, — La 
charge étant uniformément répartie, si nous désignons par p 
la charge par mètre courant, pi sera la charge totale. Comme 
le point d'application de la résultante de toutes les forces 
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égales h p se trouve au milieu de la longueur de h pièce, la 
rupture tendra à se produire à ce point et Ton est ainsi ra- 
mené au cas où la section d'encastrement est au milieu de 

la longueur de la pièce, la charge — étant également répartie 

sur une longueur -• D*autre part, remarquant que la charge — 

a son point d'application au milieu de la distance comprise 
entre l'un des points d'appui A ou B et la section dangereuse, 

le bras de levier sera évidemment la moitié de - ou 7- 

2 4 

L'équation d'équilibre, dans ce cas, devient 

— X7= — = -77-5 d'où af>^=-^ = -Trr' 

On arrive au même résultat en raisonnant de la manière 
suivante : la charge étant uniformément répartie, la section 
dangereuse sera au milieu de la longueur et, comme les réac- 
tions qui se manifestent aux points d'appui A et B ont pour 

valeur commune — » chaque moitié de la pièce est soumise 

à deux forces de sens contraires, la première — ayant pour 

bras de levier - et la seconde ^ agissant avec un bras de ie- 

2 2 ° 

vier y On a donc 

4 

pl l pi l Fl Ffl6» »/2 Frt6- 

— X '- X 7:= — ^ ~7r- OU i— = ~^ - 

2224 ''^ oG 

1 52. Casoù lesolide est à la fois soumis à l'action d'une force 
af^issant en un point et d'une charge uniformément répartie. 

— 1° L'effort P agit au milieu de la longueur de la pièce. 

P 
Les pressions exercées aux points d'appui ont pour valeur- 

et de plus chaque moitié de la pièce supporte une charge 
également répartie, exprimée par — • On est donc ainsi ra- 
mené à considérer un solide encastré à son milieu et sollicilc 
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P / 

par deux forces, la première — » dont le bras de levier est -» 

el la seconde -^^ ayant pour bras de levier y On aura donc 
réquation de stabilité 

P / pi / _ FI _ F«6' 

" ^ ' ^ / -^ "ïT" — Iz ' 

2224^ " 

P/ p/' F «6^ 

h — — = 9 

4^8 6 ' 

2P/-f-p/' _ Ffl6' 
8 ~"~6"' 

/(2P-4-/7/) _Fa^' 
8 — b ' • 



d'où 



'''' - 8F ' ^^ - 41,^ 



2«> L'effort P agit en un point quelconque. 

Comme précédemment, nous allons d'abord déterminer les 
pressions x, x' exercées sur les points d'appui. La charge to- 
tale étant P H- p/, on aura, par le théorème des moments, en 



c?\ 



G 



V 



mi 



Fig. 90. 



a 






a 



Inr 



2 



~^a 



ATS" 



ni 



U-. 



in' 



y: 



V 



->{ 



V, 



considérant successivement les sections passant par les points 
d'appui [fi g. 90), 



(l'Oll 



xl^ VI" + EH, x'I = P/' + £^\ 



vr pi^' __ a p r -^ pi' 

/ 2/ 2/ 

, P/' pZ^ 2P/'-+-p/' 



/ 



2/ 



2/ 



*/ec. D. — 11. 



23 
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Cela posé, considérons une section mn de la pièce située 
entre le point d'appui A et le point d'application de TefforiP. 
Appelons /', l" les dislances du point a aux points A, B;ei/ 
la distance de la section mn au point B. Le moment des résis- 
tances moléculaires à cette section, par rapport à la ligne des 

FI 

fibres invariables, étant — >, comme la réaction x' exercée au 

r 

point B agit en sens contraire de la force P et de la charge/?/, 

uniformément répartie sur la longueur j, on aura 

FI 

— = ^'j- P( j - /") - pj X ir, 

ou 

Remplaçant x' par sa valeur trouvée plus haut, 
FI 2P/' d/* 

OU 

p /' dIy fi 

Substituant à /' sa valeur /— /", on aura encore 



/ ■' ■ 2 



r 



Réduisant et multipliant le terme P/" par y> il viendra 

pr/ ?iy pr,, s FI 

i l 1 ^ '^ ' r 

ou 

En second lieu, appliquons les mêmes principes à une sec- 
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tion m!n! placée entre le point d'application a de la charge P 
elle point d'appui B. Sur la longueur j^, la charge unifornié- 
ment répartie aura pour valeur py et son bras de levier sera 
t/î <^e plus, la pression x' ayant pour bras de levier j', 
l'équation d'équilibre sera représentée par 

FI 

Remplaçant, comme précédemment, x' par sa valeur, on 

aura 

ou 

P/' FI 

Mettant j' en facteur commun, 

(^) :^-'[x + '/'('-/)] = ?• 

Pour discuter les deux expressions que nous avons succes- 
sivement obtenues, remarquons que si, dans Téquaiion (i), 

on fait r= /, il vient 

FI 

ce qui montre que, à la section passant par le point d'appui A, 
la flexion est nulle. Évidemment la flexion sera d'autant plus 
grande que le facteur (/ — y] sera plus grand ou que la quan- 
tité j sera moindre; or, le minimum de j' étant /", on aura 

Cl l'équalion de stabilité deviendra 

P/''/' pVi" _Y\ 



l 1 r 

ou bien 



-?-. — 



l 1 l r 

23. 



1 
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Mellani -j- en facteur commun, 

Si, d'ailleurs, on considère le second terme — (/ — r)» '' 

2 

est évident que le maximum correspondra à la relation 

ou 

c'esl-à-dire que la flexion relative à la charge uniformément 

répartie aura lieu au milieu de la longueur de la pièce, ou à 

droite du point a, puisque nous avons admis que la charge P 

avait son point d'application plus près du point A que du 

point B. Conséquemment, le solide étant partagé en deux 

parties par la section passant par le point a, la flexion maxima 

de la première partie, à gauche, aura lieu à cette section même. 

Pareillement, si nous considérons Téquation de stabilité (2), 

qui se rapporte à la seconde partie à droite, on voit encore 

que, si y =:o, on a 

FI 

r 



o, 



c'est-à-dire qu'au point d'appui B la courbure sera nulle, 
comme au point A. Il est visible que le maximum correspon- 
dra aussi à l'équation de condition 

ou 

2 j = / et y = -: 

pour le terme \p[l — y^)y; et 

r' = ^S 
vr 

pour le terme 7' -y- • 

Au moyen des relations qui précèdent, il est aisé, par une 
construction graphique, de trouver la section dangereuse. A 
cet effet, portons sur une ligne d'abscisses des longueurs 
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égales à j, depuis j = r jusqu'à j= o, et, aux points de divi 
sion, élevons des perpendiculaires égales à 



y[^-^ip{i-y)] 



i 



pour différentes valeurs de y', jusqu'à y' =z-> L'abscisse du 

point le plus élevé de la courbe fera connaître à quelle dis- 
tance des points d'appui a lieu la courbure maxima. En intro- 
duisant la valeur de y' ainsi trouvée, on pourra facilement 
calculer, par les méthodes précédemment exposées, les di- 
mensions qu'il convient de donner au solide. 

153. Solide prismatique reposant librement sur deux ap- 
puis et supportant des charges réparties d'une manière quel" 
conque. — Soient [fig* 91) 



Fig. 91. 
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P,, P2, P3, P4, P5,... les charges agissant en divers points 
d'un solide prismatique ; 

Ixi I7, h, h^ /fi,. . . les distances de ces points au point d'ap- 
pui A; 

^\j ^2> hy C> ^y " ïes distances des mêmes points d'applica- 
tion au point d'appui B. 

Appelant ^r», x\ les pressions ou les réactions exercées aux 
points A, B par l'effet de la force P,, en appliquant la théorie 
des forces parallèles, on aura 



d'où 



p: = t' 


x\ l. . 

p. /' 


p.i', 

X, ^ , 


X, ^ 
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Pareillement^ les composâmes des autres forces seront ex 
primées par : 



Composantes au point Â.. . 






^3= -, 9 






x,= 



Composantes au point B. . . / 

Il P« '4 



x,= 






Appelant P', P'Mes résultantes respectives des composantes 
de ciiaque groupe» on aura 

^, P,/'..HPw;-f-P3/;-+-p./;-+-Ps/'. 

p- ^ , 

p./_ Pt ^. + p. /» -^ Ps /3-^ P4 /« -^ P5 /s 

/ 

Si nous considérons une section mn, placée entre les 
points Ui et a^ de la longueur de la pièce et distante d'une 
quantité y du point d'appui B, d'après ce qui a été dit précé- 
demment, l'équation de stabilité relative à cette section sera 

P>- p.lr-/'.) - P.(r-^,)- P.(r-r,) -p» (r- /'s) =7 

OU 

(P-^ p,__ p^^ p, __ p,) j + P,/', -\- ?J, + P4/; -4- PJ\ ^^• 

Remplaçant P" par sa valeur, on aura 

( '''^'"^^•^'/'^'^^"^- -p.-p»-p«-p>)r+P»f.+P./',+P./'.+P>^>- 



Fl 
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Celle relalion montre que la flexion de la pièce croît pro- 
porilonnellement à la valeur j, qui mesure la distance de la 
section considérée au poinl d'appui B, lorsque 

P./. + PJ,+ P,/3 + ... ^^ P">P, + P.+ P,+..., 

et, par suite, que la flexion maxima correspondra toujours 5 
la section qui passe par l'un des points d'application «i, a^ 
«^3,... des différentes charges que supporte la pièce. Il est donc 
aisé de comprendre que la section dangereuse sera déterminée 
parle maximum du premier membre de Téquation qui repré- 
sente la somme des moments des forces extérieures tendant 
à opérer la rupture de la pièce. On obtiendra facilement ce 
maximum, en faisant successivement, dans l'équation de sta- 
bilité, y* = l\, yz=zt^y f -=.1^^ Supposons, par exemple, 

que la plus grande valeur du second membre se rapporte à 
j=/'j, en substituant dans l'équation, on aura 

FI 

De cette équation, on pourra, sans difficulté, déduire les 
dimensions de la pièce. En effet, 

ah" h 

Iirr et r=: -. 

12 2 

En introduisant donc ces valeurs dans l'équation, il viendra 

(P--P3__P,-,p,)/; + P3/;+P,/;-f-Pj; = L^i\ 

d'où 

F 

On procéderait d'une manière identique si la pièce était 
cylindrique; mais, pour la valeur du moment d'inertie, on 
prendrait 

1 = 



TT/* 



Supposons que toutes les forces qui tendent à fléchir le so- 
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lide se réduisent à deux égales entre elles P et distantes des 
deux points d*appui A, B de la même quantité /' [fig* 92). 

Fig. 9a. 
U -'- -z >l 



LT r 
I I 

^JK [■ 

P 



i--4»— ->l I 



P 



y 

Désignons par x la pression exercée au point d'appui A par 
la force P appliquée au point ai. On aura 

X l^V ^. , P(/--n 

Appelant ^' la pression transmise au même point d'appui 
par la force P, appliquée au point a^ il viendra encore 

x' _V ,?l' 

P" - / ^^ "^ - T ' 

par conséquent, la pression totale exercée au point A aura 
pour valeur 

X -\- X ou Y ; 

de plus, la charge totale sera 2 P et la pression exercée au 
point d'appui B par les deux forces égales qui sollicitent le 
système aura pour valeur 

p/^4-P(/-//) _ VI 

l — ^ — P, 

puisque les points d'application a,, a, sont symétriquement 
placés par rapport au point milieu a de la longueur de la 
pièce. 

Si nous considérons une section quelconque m/i, distante 
du point d'appui B d'une quantité j, l'équation d'équilibre 
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par rapport à cette section sera 

Pr-P(r-/') = ^ 

OU 

FI FI F/iA* 

j j r / . b 

Cl 



Si la charge 2P était appliquée au milieu de la longueur de 
la pièce, au lieu d'être partagée en deux charges égales, sy- 
métriquement distribuées, on aurait Téquation 

,, / FI ,, , „ 2FI 
PX-- = — > d'où P=— y-. 
2 /• ri 

De la relation relative au cas où la charge est partagée, on 
déduit 

or /' est moindre que -? donc 

2 

FI 2FI 

r/' ^ ri ' 

La comparaison des deux équations fait donc voir que 
lorsque la charge totale est divisée en deux charges partielles 
égales, symétriquement distribuées sur la pièce, les chances 
de rupture sont moindres que si elle est concentrée au mi- 
lieu de la longueur. Cette disposition est fort usitée dans l'é- 
tablissement des roues hydrauliques. 

Si l'on veut tenir compte du poids du solide ou s'il existe 
une charge uniformément répartie, appelant p la charge par 
mètre courant, celle que supporte chaque moitié de la pièce 

sera — et, comme le point d'application de cette force est au 

milieu de la moitié de la longueur, on aura 

2 ^ r 
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OU 



VI' 



d'où 



___, p/+____, 
6P/'-4-ip/' 



Supposons maintenant que les deux charges égales P agis- 
sent en deux points quelconques «,, a, ou, en d'autres termes, 
que la charge totale 2Rse répartisse également aux mêmes 
points. Appelons [Jig. gS) 

Fiff. 93. 
P'f 4P 



ai a 



L 



iat 



11 



I 

K-r>V À i ZT 

^ ! î 
p ! r 

I 

P', P" les réactions exercées aux points d*appui A et B; 

/ la distance de ces points d'appui; 

/', /" les distances respectives du point «i aux appuis A et B; 

t, , r. les distances du point a, aux mêmes points ; 

jc, x' les réactions respectives occasionnées au point A par 

les deux charges agissant en a^ et en a,; 
y, y^ les réactions partielles au point B, résultant des mêmes 

charges. 

D'après ce qui a été dit dans la théorie des forces parallèles, 
on aura au point A 

P ~ / ' P ■" / *' 

d'où 



pr , pz 

X = —7- ? x' 



1t 



l ' — / 

■V -^ x' ou P'= ^ ■ 
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Pour les réaciions du point d'appui B, on aura pareillemeni 



d'où 



Cl 



r l\ r' /' 
P"* /' p ""/ ' 



pr, , VU 



r-hf ou P" zrr: ?i^l±-iiJ . 



Les bras de levier des deux forces P', P" élanl respeciivc- 
menl /' et /% on aura les deux équations d'équilibre 



P(r 



+ /:) FI p(/' + r.)^ FI 



Corame, dans une pièce ainsi établie, il y a deux sections 
de rupture et que les moments n'ont pas la même valeur, il 
est évident que les dimensions de la pièce pourront être dif- 
férentes aux points où les charges partielles sont appliquées. 
Pour les arbres en bois, on adopte les dimensions uniformes, 
calculées au moyen de l'équation de stabilité, dans laquelle 
entre le moment maximum. Les axes de rotation étant expo- 
sés à des secousses, comme il convient que les flexions soient 
très-faibles, dans l'application de cette règle, on introduit 
ordinairement la moitié de la valeur normale du coefficient 
de résistance à la flexion. 

Désignant par M et M' les deux moments et divisant membre 
à membre les deux équations, on aura 

p(r-f-r;)/^ ___ m r v -t- r\ v _ m 

p(/' -h /'.)/; ~ M' ^" i\i'-^i\i'\ "^ M'' 

Le terme l\ V étant commun au numérateur et au dénominateur, 
il est visible que le moment de rupture maximum correspondra 
au plus grand des produits /"/' et /', /'J ; or, puisque l" -\-V-=^ l 
et /',-{- /^ r= /, évidemment les deux produits seront deux or- 
doiinéés d'une circonférence de cercle, dont le diamètre est 
égal à la distance / comprise entre les points d'appui. Le 
maximum du produit étant le carré du rayon, c'est-à-dire de 
la moitié de /; et, de plus, le produit devenant de plus en plus 
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grand, à mesure que la différence des facteurs devient de 
plus en plus petite, il s'ensuit que le plus grand des moments 
de ruplure se rapportera à la section la plus voisine du milieu 
de la pièce. Ainsi, lorsque les dimensions de la pièce seront 
uniformes, on pourra facilement reconnaître a priori pour 
quelle charge partielle le calcul doit être effectué. 

154. Solide encastré à T une des extrémités et reposant li- 
brement par l'autre sur un appui. — i® La charge agit au mi- 
lieu de la longueur. 

De nombreuses expériences, exécutées par MM. Navier et 
Guillebon, ont mis en évidence qu'un solide établi dans de 
telles conditions tend à se rompre en même temps à la section 
d'encastrement et à la section passant par le point d'applica- 
tion de la charge. Partant de ce fait d'observation, il est aisé 
de comprendre que le solide peut être assimilé à deux solides 
de même section, le premier reposant sur deux appuis et ayant 
pour longueur la distance comprise entre l'encastrement et le 
point d'appui, le second de longueur égale à la moitié de la 
même distance et considéré comme encastré à l'une des ex- 
trémités. Ces considérations nous conduisent encore à ad- 
mettre que la charge se divise en deux charges partielles, 
l'une agissant au milieu de la longueur du premier solide et 
l'autre à l'une des extrémités du second. 

Soient (/g-. 94) 

Fi g- 94. 



d 



a 



■V >î^- 



I 



I 

"H 






I 

p 



F, P" les charges respectives qui se rapportent aux deux so- 
lides; 

/ la distance entre l'encastrement et le point d'appui B; 

/' la distance de la charge totale P à la section d'encastrement 
et à l'appui B. 

Si nous considérons le solide de longueur /, il est visible 
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que la charge partielle P' a deux composantes égales à ~ et 

agissant aux points A et B. Le bras de levier étant égal à -? 
réquation de stabilité sera 

P; l II 

2 2 r 

4 r r 

Pour le solide de longueur -» considéré comme encastré 

2 

à Tun des bouts, on aura aussi 

P'/ FI ^„, 2 FI 

— =— et V"l= 

1 r r 

Ajoutant membre à membre, 

6F1 6FI 



Comme la charge P = P' 4- P", on aura 

„/ 6FI ^ 6FI 

.P/=: et P = ---. 

r ri 

En se reportant à ce qui a été dit sur un solide encastré par 
Tune des extrémités et sollicité à l'autre par un effort qui tend 
à le fléchir, on voit que, dans le cas actuel, la charge que peut 
supporter le solide est six fois plus grande. On peut aisément 
déduire de cette relation les dimensions qu'il convient de lui 
donner pour qu'il puisse supporter avec sécurité une charge 
donnée. Introduisant, en effet, la valeur du moment d'inertie 
dans l'équation, si la section est rectangulaire, il viendra 

P= — ~=——j d'où ab' = ^~' 

12 - / 
2 

2" La charge est appliquée en un point quelconque de la 
longueur de la pièce. 
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Appelons /', l" les dislances respectives du point d'applica- 
tion a de la charge à la section d'encastrement A et au point 
d'appui B [Jig. 95). 

Fig. 95. 



t 



y. 

I 



iT 



C4 



m\ 



-i-r 



n 



AP' 



-H 

o I 



7^ 



Comme dans le premier cas, nous pouvons considérer deux 
solides, Tun de longueur /, la charge partielle P' agissant au 
point fl, el l'autre de longueur /', la charge partielle P" agis- 
sant à l'un des bouts. Désignant par x la composante de P', 
transmise en A, nous aurons 



!ff 



Le bras de levier de cette force étant /', le moment sera re- 
présenté par 

F/;r FI 

De même, pour le moment de la force P', on aura 

FI 

r 

V 
Blultipliant les deux membres de l'égalité par -y 5 il viendra 

/ ""7" 7* 

Ajoutant membre à membre, on aura 



ou . 



P'/7" V"Vl" FI FI / 
l l r r l 



-,..p-,=ï?(.^?) 



'// 
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Remplaçant P'+ P" par sa valeur F, 

/T' __ FI /-f-r 

Multipliant les deux membres par /, 

?/'/- = ??(/+/"), d'où p=.-IL(/^,r). 

Introduisant dans Téqualion la valeur du moment d'iner- 
tie, 

d'où Ton déduit 

6P/'r 



F(/-hr) 



Ces relations, suffisantes pour les usages de la pratique, ne 
sont pas toutefois d'une exactitude absolue. Par des considé- 
rations mathématiques d'un ordre très-élevé, M. Navler a 
traité la question en la ramenant au cas d'un solide sollicité 
par deux forces perpendiculaires à l'axe de la pièce et agissant 
en sens contraires. 

Si nous désignons par P' la réaction exercée au point d'ap- 
pui, d'après ce savant géomètre, sa valeur, en fonction de la 
charge P, est représentée par l'expression 



V'z=-V 



2/3 



Le signe — qui affecte celle valeur sert à indiquer que 
la réaclion au point d'appui B se manifeste en sens inverse de 
la charge P. Lorsque la charge agit au milieu, /' = ^/ et il 
vient 



P'^^piillliiiii)^ 



= *-p 

2/3 



Il est d'ailleurs à remarquer que le bras de levier /' de la 
charge P étant, dans tous les cas, moindre que la dislance /, 
comprise entre la section d'encastrement et le point d'ap- 
pui B, la valeur absolue de la réaclion P' sera moindre que la 
charge P 
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Préseniemeni, considérons une section mn [fig. 91), dis- 
tante du point d'appui d'une quantité j. La réaction P' sur 
Tappui B ayant lieu de bas en haut et la charge P agissant de 
haut en bas, on est conduit à Téquation d'équilibre 

Quand nous avons établi l'équation générale donnant la va- 
leur de l'effort de flexion, nous avons vu que 

El FI 

E représentant le module d'élasticité et Ri le rayon de cour 
bure de la fibre neutre; par conséquent, 

|î = P'r-p(r-r) 

ou 

EIX^ = P'v-P(j-/''). 

La courbure sera évidemment nulle pour — =0, ce qui 
exige que 

p'j= p( j- /'') = p^'- pr, 

d'où 

pr=j(P-P') et y = i^r 

Remplaçant P' par sa valeur absolue, on aura 

_ pr 

ou, en faisant passer 2/^ au numérateur, 

Prxtx/' 



aP/'— P/"(3/— L'] 



Divisant par P les deux termes du second membre et effec- 
tuant les calculs, 
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Le point ainsi déterminé a reçu le nom de point d'in- 
flexion, parce que> à droite et à gauche, la pièce prend des 
courbures en sens opposés. A partir de ce point, la flexion va 
en croissant, d'une part jusqu'à la section d'encastrement et 
de l'autre jusqu'au point d'appui. 

Si l'on considère la première partie du solide, c'est-à-dire 
celle qui se trouve du côté de la section d'encastrement, il 
est évident que la plus grande flexion correspondra à la Valeur 
maxima de j, qui est j = /. Remplaçant, dans l'équation de 

stabilité, 

FI 
F/~P(/-r)zzz— . 

Pour la seconde partie du solide, le maximum de la flexion 
correspondra à j= T; d'où y — F= o, et Téq^ation d'équi- 
libre devient 

FI 

r 

Ainsi que nous l'avons déjà fait observer, il faudra calculer 
les deux moments et adopter la plus grande valeur, dans la 
recherche des dimensions qu'il convient de donner à la pièce. 

Dans les deux équations, substituons à P' sa valeur absolue 
et l'on aura 

/'2 f 3 / — 7M FI 

2/' r . 

Mettant P en facteur commun et substituant à I sa va- 

d'où, pour trouver les dimensions, 

r /"(3/-/') -1 

F F L 2/' J 

Mec. D, - n. Q/i 
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-/"(S/—/')/" Fa6» 

2^ P ^ ■ — = « 

2/» 6 ' 

cl 

15S. Cas au le solide supporte une charge en un point quel- 
conque et une charge uniformément répartie sur la longueur. 
— Conservons les mêmes notations que dans le cas précé- 
dent et remarquons que, p étant la charge par mètre courant, 
la charge totale uniformément répartie sera pi et, sur la lon- 
gueur j, elle sera exprimée par py. 

D*aulre part, il est visible que la réaction exercée au point 
d'appui B se compose de celle qui résulte de la charge Pei 
de celle due à la charge uniformément répartie pi et, comme 
le point d'application de cette dernière est au milieu de la 
longueur de la pièce, la réaction qu'elle engendre au point B 
sera tïP^» On aura donc 






Si, comme dans le cas précédent, on considère Tétai d'équi- 
libre entre les forces extérieures et les résistances molécu- 
laires à la section mn, et remarquant que le bras de levier de 

la charge px est égal à -> on aura 

La position du point d'inflexion devant correspondre à une 
courbure nulle, il s'ensuit que l'équation de condition sera 
représentée par 



ou 



P'^._p^^_f.p/-_£l!:^0, 



2 
2 



2 P' J 1 P^' 4- 2 P /" />^'2 _- Q^ 

pr' -i- 2/(P — P' ] — 2Pr = O, 



i 
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P — P' aP/" 

r' 4- ar = o, 



iP - P 

r=— - 



V p' p 



r= 



p y p' p 

(P — P') ± \/(P — P')'+2PK' 



._ P'— Pd:\/(P-P')'+2Ppr 



La réaction P' étant toujours moindre que la charge P, 
comme d'ailleurs la valeur négative de 7 ne saurait être une 
réponse à la question, on prendra la valeur qui correspondra 
au signe ■+• du radical 

Dans la partie du solide située du côté de la section d*en- 
castremeni, la flexion sera maxima pour x=l et dans la se- 
conde partie, du côté de Tappui B, elle aura lieu pour 7=/'. 
On aura donc les deux équations 

P-/_P(/_r)_£[* = !i, P'/;'_W:' = !I. 

Remplaçant I par sa valeur, il viendra 

^'20 26' 

d'où Ton déduit 



a6' = — = ^ — î ab^ = 

F jb 

Pour déterminer les dimensions de la pièce, il faudra adop- 
ter la plus grande des valeurs fournies par les deux équations. 

156. Solide prismatique encastré par les deux extrémités, 
— Supposons, en premier lieu, que la charge soit appliquée 
au milieu de la dislance comprise entre deux encastrements. 
L'expérience a encore fait reconnaître que, dans ce cas, la rup- 
ture tend à se produire à la fois aux deux sections d'encastre- 
ment et à la section qui passe par le point d'application de la 

2-1. 
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charge. Conséquenimeni, celle charge agit absolumeni dans 
les mêmes condiiions que si elle élail dislribuée sur trois so- 
lides, le premier reposant sur deux appuis, la charge étant ap- 
pliquée au milieu de la longueur, et les deux autres de lon- 
gueur -5 la charge éiani appliquée à i*une des exlrémiiés 



Fig. 96. 
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Appelons P', P", P'*' les charges parlielles réparties 
nr les trois solides. La première P' a deux compo- 

P' 

sanies égales chacuneà — appliquées aux deux appuis A, B, 

ei, comme elles, pour bras de levier -•, le moment de rup- 
ture relatif au solide de longueur / sera 

F /FI P7 FI 

— X-= — ou -7- = — , 
2 1 r ^ r 

et, en divisant les deux membres par 2, 

p;7 FI 

8 2r 
Pareillement, pour les deux autres solides, on aura 



VU FI 



V'"l 
2 



FI 



ou, en divisant les deux membres par 4» 

F7 _ FJ P7FI 

8 '^Ir' 8 ~"47' 

Ajoutant membre à membre, il viendra 

/ FI 2 FI 

i(P'-+-P"-t-P"M = — -f-^T^i 
8^ ' 2r 4'' 



FI 

r 
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Comme la somme des trois charges pariielles est égale à la 
charge lolale P, en remplaçant, Téquation de stabilité de- 
viendra 

P/ FI ^, 8FI 

— =:— et P/= — -, 
or r 

ce qui montre que la résistance à la flexion est huit fois 
plus grande que si le solide était encastré à Tune des extrémi- 
tés, la charge agissant à l'autre extrémité. 



Remplaçant I par sa valeur — > il vient 



P/ = 



8Ffl6= 



|F«6S d'où ab' = 



3P/ 

4F 



Supposons maintenant que la charge P agisse en un point 
quelconque de la longueur et soient /', T les distances res- 
pectives du point d'application aux sections d'encastrement 

F'C- 97- 



'y. 


a 


1 


L 


< ' l ' — A< 1" ■*- 


J 


1 

'y. 


\ B 
^ j_..„ ^ 

1 
P 


\ 



A et B. Appelant x la composante de la charge partielle P', 
transmise au point A, on aura {fig- 97) 

X l" J, . P'/" 

et, comme celte force a pour bras de levier f , le moment 
sera exprimé par 



f V v 



Y V I 
l 



FI 

r 



Les bras de levier des forces P'^, P'" étant /', /", les mo- 
ments auront pour valeurs respectives 

FI FI 

r r 
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OU, en multipliant les deux membres de la première équation 

l" l 

par y et les deux membres de la seconde par y» 

Vil" __ FI r VI' y _ FI r 

Ajoutant membre à membre et mettant -y- en facteur com- 
mun, 

attendu que /' -h /"= /. 
On déduit de là 

prr_Fi vrr' _¥ai>\ 

il r il G ' 

d'où 



ab' = 



2F/ ~ F/ 



157. Dimensions des tourillons. — Les tourillons des arbres 
peuvent être considérés comme des solides encastrés au col- 
let, la charge agissant au milieu dç la longueur. On pourra 
donc se servir de la formule relative aux solides cylindriques 
encastrés par une extrémité 

32P/ 



D* = 



Ftt 



Si / représente la longueur du cylindre à partir de la section 

/ 
d'encastrement, dans le cas d'un tourillon, on adoptera -•> 

et, comme les chocs et les vibrations rendent le fer aigre et 
cristallin, les praticiens prennent le coefficient F égal à la 
moitié de sa valeur normale. On a donc 

^, 32?/ 32?/ 

F Ftt 

2 - 7r 

2 
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Ce qui revient à conserver la valeur ordinaire de F dans la 
Ibrmuie, mais en *ayanl soin de prendre un bras de levier 
double, c'est-à-dire égal à la longueur totale du tourillon. 
Ainsi on aura 

32P/ P/ 



Pour le bois ï)^ = 



Pour le fer Ds = 



Pour la fonte J)^ = 



600000 X 3 , i4 58905 
32P/ P/ 



6000000 X 3 , 1 4 589050 

32P/ VI 

7500000 X 3, i4 736312 



Les tourillons des roues hydrauliques sont facilement usés 

par le frottement du sable qu'entraîne Teau. Pour atténuer 

cet inconvénient, autant que possible, on fait le coefficient F 

égal au quart de la valeur normale, ce qui revient à prendre la 

moitié du dénominateur de la formule relative aux tourillons 

en fonte. On a ainsi 

P/ 



D' = 
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La même formule convient aux tourillons des arbres pre- 
miers moteurs exposés à des chocs, tels que ceux des mar- 
teaux, des pilons, etc. 

Ordinairement, la longueur des tourillons varie d'une fois 
à une fois et demie le diamètre. 

D'après Buchanan, les diamètres des tourillons peuvent 
être déterminés au moyen des formules suivantes : 

Pour les tourillons en fonte D = /f y/P 

Pour les tourillons en fer D = A*v^~P = OjSôS/rv'P 

Dans ces formules 

D représente le diamètre du tourillon; 

k un coefficient variant de 0,87 à 0,95 suivant Buchanan, et 
de 0,71 à 0,85 suivant Tredgold. Le coefficient 0,95 con- 
vient aux tourillons des arbres exposés à des chocs; on 
prend o,85 pour les tourillons des roues hydrauliques- 
D'après Roberston, dans les machines à vapeur, on doil 
faire A" = 0,69; 

P exprime en kilogrammes la charge que supporte le tourillon. 



376 COURS DE MÉCANIQUE. 

158. Essieux des voitures. — Les essieux peuvent être fixes 
ou mobiles. Quand ils sont fixes, c'est-à-dire invariablement 
unis à la voilure, ils sont terminés par des parties coniques, 
nommées fusées, servant d'axe de rotation aux deux roues, 
dont les mouvements, dans ce cas, sont indépendants l'un de 
l'autre. Pour les essieux mobiles, ainsi que cela a lieu sur les 
chemins de fer, les deux roues qui se correspondent font 
corps avec le même essieu, qui tourne dans des boîtes établies 
sur le bâti du wagon. 

Les essieux des voitures sont ordinairement en fer fort de 
première qualité ou en acier fondu doux. On calcule les dia- 
mètres au moyen de la formule suivante : 



700000 



159. Dimensions des dents des roues d*engrenage. — Les 
dents des roues d'engrenage peuvent être considérées comme 
encastrées à leur naissance sur la jante qui les porte; mais, 
dans ce cas, la pression exercée n'est plus normale à la lon- 
gueur, puisque sa direction passe constamment par le point 
de contact des circonférences primitives. Le bras de levier de 
la puissance est donc variable et sa plus grande énergie pour 
produire la rupture se manifeste lorsque les dents sont en 
prise à la ligne des centrés. 

Appelons [Jig. 98) 

Fig. q8. 




a la largeur de la dent parallèlement h l'axe ; 

b l'épaisseur mesurée à la circonférence primitive; 

/ la saillie ou la longueur. 

La section d'encastrement étant un rectangle, on se servira 

de la formule 

,, 6P/ 

eu — ^ 
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Généralement, on fait /= 1,26 dans les cas ordinaires, et 
/= 1 ,56 quand les engrenages ne transmettent que de faibles 
efforts. Il convient aussi, à cause des chocs qui peuvent se 
produire, de réduire considérablement le coefficient de ré- 
sistance à la flexion. On introduit dans la formule les valeurs 
suivantes de F : 

Pour la fonte F = i5ooooo^« 

Pour les bois très-durs F = 870000^^ 

Quand les dents sont bien graissées et que la vitesse à 1a 
circonférence primitive est au-dessous de i™,5o, on fait 
a = ^by d'où 

'^'' — F '4F Vf 

On fait a = 5i, quand la vitesse est de i"',5o el au-dessus. 



5b^=ÈL><l2lï, fc.^2^, 6 = y/i44i: 



F ' "^^F' 



Enfin on adopte la proportion b =:6a, lorsque Tengrenagc 
est exposé à être mouillé. 



C6. = 2f-', ..= îjî?, l, = Jl^ 



Poncelet a proposé les formules suivantes, que les prati- 
ciens emploient aujourd'hui dans les cas les plus usuels : 

Fonte 6 = o,io5v/P 

Fer.. • .. 6 = o,o74v/P 

Bois (charme, poirier, sorbier) 6 = o,i45v/P 

Bronze et cuivre 6z=o,i3i v^P 

Dans ces formules, P représente l'effort transmis en kilo- 
grammes et 6 l'épaisseur à la circonférence primitive en cen- 
timètres. 

160. Applications. — 1° Quelle est l'épaisseur d'une poutre 
posée librement sur deux appuis et capable de supporter^ au 
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milieu de sa longueur, une charge de 4000 kilogrammes, sa- 
chant que la distance des appuis est de 3",5o? 

;. 3P/ ,, ,. 3P/ 

^^ = -2F' '' = "''' ^^=^' 

. Il PI 2ix4oooX3,5 

0^= = -î— 7; ^î 

loF 10x600000 



V ïo 



X 4000 X 3,5 ^^.ggg 



X 600000 

2° Troui^er l'épaisseur d'une poutre posée librement sur deux 
appuis distants de 4 mètres, sachant qu'une charge de 
4000 kilogrammes est appliquée à i^,i5 de l'un d'eux. 

6P/'/" 
ab'=-Yf-y « = T^ 

/=:4«», /'=I,25, r=:4"^— I,25 = 2«', 75, 

5 ,a_ 6x4QQQX 1 ,25 X 2,75 
' 600000 X 4 



,3 _ 6x 7 X 4 qqox I ,^5x 2,7 5 
5 X 600000 X 4 



=v^ 



6x7x4000x1,25x2,76 ,^ ^^, 

^ .^ ^ ^ 7 ^ = o'", 363. 

5 X 000000 X 4 



3® Quelle est r épaisseur d'une pièce de bois posée libre- 
ment sur deux appuis distants de 4 mètres et supportant une 
charge de 260 kilogrammes par mètre courant? 

/? = 25oo^«, /=4™« 
,. 3X25ooXi6 . 3X7X25ooXi6 

' 4 X 600000 5 X 4 X 600000 



6= .7 3x7x2500x16 ^^, 
y 5x4x6ooooo *^ 

4* Trouver le côté du carré d'une pièce reposant librement 
sur deux appuis distants de 3 mètres, sachant que la charge 
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totale de 8odo kilogrammes est sy^métriquement distribuée à 
une distance de o™, 4o de chaque point d'appui. , 

63=— ——5 Pi= =4000 S / = o,4o, 



= 0°*, 252, 



.3 __ 6 X 4ooQ X o,4q / ^ / 6x 4qqq xo»4q 

600000 V 600000 

5° Trouver les dimensions d'une pièce de bois reposant li- 
brement sur deux appuis distants de 3 mètres et supportant 
une charge de 2000 kilogrammes, qui se répartit également 
sur deux points situés à 0^,90 et o"*,6o des points d'appui. 

V[F-¥-r,)V __ FI V[l'-\-l\)V _ Yab^ 
l ~ r' / "" 6 ' 

— F/ « = T*> 

P=iooo, /"z=3— 0,90=2»», 10, /';=:o™,6o, /'=:o'",9o, /=3""; 

d'où 

j .j 6 X 1000(2,10 -\- 0,60)0,90 

' 600000 -k- 3 



b= d ^ ^ ^ ^ "''''' X 2,70 X 0,90 ^ ^,^ 

V 6ooooox3x5 ' ^' 

6^ Trouver le diamètre d'un arbre rond enfer reposant sur 
deux appuis éloignés de 2 mètres, sachant que la charge to- 
tale de 800 kilogrammes se répartit également sur deux points 
distants de o™, 70 et o™,4o des points d'appui. 

P(r -4- /';)/' F7rr^ p(/''+ /';)/' F7rr-^ FttD^ 
/ ^r l 4 3^ 

Fît/ 

P=i:400^8, r=2» — 0*», 70=1,30, /';=0™,40, /'=0™,70, / = 2»", 

]^3_ 32X4qq('"'>3o -f-o"',4o)o,70 
6000000 X 3, i4 X 2 



-^ 



32X400X1,70X0,70 ^ ^ 

' ' -zrr 0"',l57. 



600000 X 3 , i4 X 2 
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7" Un arbre en fonte doit porter une roue hydraulique pe- 
sant I2000 kilogrammes avec Veau qu'elle doit contenir. Celte 
charge se répartit sur deux points éloignés Vun de Vautre de 
i",6o et respectivement placés à i'",io et o'^,8o des points 
d'appui. Trouver les diamètres des deux parties de Varbre 
supportant la charge. 

"- ¥^i ' 

formule relative à la première partie Ui [Jig. 99) ; 

Fig- 99- 




^Où^ ] 



I iooo^ 



m= 



_ 3'2P(/'+r,)/ 



Fui 



formule relative à la deuxième partie Uj; 

P = 6ooo»^S r=i,6o-f-o,8o = 2^4o, /';=:o,8o, /'=i,io, 

/= I ,10-1- 1,60 4- 0,80 = 3"^, 5o, r, = 1 ,10 -f-I,6o=:'2",70. 

D'après l'observation qui a été faite plus haut, on doii 

prendre 

_ nSooooo^» _ „ 

F =^ = 3700000, 



D» = 



1) 



32 X 6000 (2^", 4o -i- 0,80) 1 ,10 
3750000 X 3, i4 X 3,5o 

3/32 X 6000 X 3,20 X 1,10 
3760000 X 3 > i4 X 3 ,5o 



=v^ 



32X6oooX3,2oXi,^o 
" 3750000 X 3 , 1 4 X 3,5o 

= o", 254, 
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- ,3 32 X 6000(1,10 -4- 2,70) 0,80 32 X 6000 X 3,80X0,80 

3750000 X 3, i4 X 3,5o 3760000 X 3, ï4 X 3,5o 

,., -1 /32 X 6000 X 3 , 80 X o , 80 ,^ ^ 



3760000 X 3,i4 X 3,5o 

Fort souvenl, pour augmenter la résistance et le diamètre 
extérieur des arbres en fonte, on emploie des arbres creux. 
Les règles précédentes leur sont applicables; mais il faut 
avoir soin d'introduire dans les formules le moment d'inertie 
de la section annulaire, 

^~ 4 4 ""4x16 4xi6~"64^'' ^ ^' 

Généralement, il est d'usage de faire le diamètre intérieur 
égal aux f du diamètre extérieur, ce qui porte l'épaisseur de 
l'arbre à -r du diamètre extérieur. 

Avec les mêmes données, proposons-nous de trouver le 
diamètre extérieur, dans le cas où l'arbre est creux. 

/ ~64 D ' 

2 

/ "~ 32 D ' 

D^-D'< _ 32P(r+r,)/^ 
375 _ 32P(r-hr,)r 

D ~ F::/ ' 

294 1)^ 32 X 6000 (2™, 40 -f- o, 80) 1,10 

375 3760000 X 3,i4 X 3,5o 

^^_ 376 X 32 X 6000 X 3,20 X i»>o 
294X 3760000 X 3,ï4 X 3,5o 

^ 3/376x32x6000x3,20X1,10 _ ^ 

V 294x3760000x3,14x3,60 "" '^ 

8** Trouver l'épaisseur d'une poutre encastrée par les extra- 
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mi lés t sachant qu'elle supporte au milieu une charge de 

4ooo kilogrammes et que la distance des encastrements est de 

4 mètres. 

. 3P/ 5, 

p = 4ooo^s / = 4" , 



^^,^ 3x4oooX4 ^^ / 3X4oooX4X7 ^^.n3^3 
7 4 V 4 X 5 X 600000 ' 

g" Trouver l'épaisseur de la même poutre^ la charge étant 
appliquée à i™,25 de l'une des sections d'encastrement. 

,, 3P/'r 5, 3P/'r . 3X7P/'/'' 

^'^--F^' ^'^^riT-' ^-— 5Î7— ' 

/"=:4.n_,^25 = 2">,75, 

;,_ 3X7 x4qooX i,25x 2,75 
5 X 600000 X 4 



6 = .7 3x7x4000X1,25x2,75 _ ^^ o 
V 5 X 600000x4 ' * 

10** Trouver le diamètre d'un tourillon en fer bien graissé 
supportant une charge de 600 kilogrammes, sachant que la 
portée est égale au diamètre. 



509000 



Donc 



P w^ / ^00 

58^' ^=V58^=^^"'^^'^- 



1 1° Quel est le diamètre des tourillons d'une roue hydrau- 
lique pesant 20000 kilogrammes, y compris l'eau, sachant que 
la portée du tourillon est égale à une fois et demie le dia- 
mètre. 

PI 
^~36875G' ^^''^^^' 
d'où 

3G8i5G 
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Comme la charge totale se réparlit également sur les deux 

tourillons, 

P = loooo'^'; 

par conséquent 



/i,5 X loooo 
"=V 368.56 ="''''^°'- 

12" Quelle est r épaisseur des dents d'une roue d'engrenage 
en fonte, destinée à transmettre une force nominale de 
1 5 c/ievauX'Vapeur, sachant que la vitesse à la circonférence 
primitive est de i"",5o par seconde. 

b = o,io5^V, i5*^**^"P=: i5X'y5= 1125^», 
d'où 

p = — ^ = 750^8 et b = 0,105 v/750 = 0^,028755. 

L'application des formules de Poncelet, pour des roues 
destinées à transmettre de faibles efforts, conduit à des épais- 
seurs très-petites, qui cependant suffisent à la grandeur de ces 
efforts; mais il en résulte, dans le travail du fondeur, une 
impossibilité matérielle qui ne permet pas d'adopter la règle 
indiquée. Dans ce cas, il convient de subordonner la limite 
minima des épaisseurs à la qualité de la fonte. 

161 . Solides d* égale résistance. — On désigne sous ce n om des 
solides qui dans toutes les sections opposent la même résis- 
tance. Nous avons vu que, lorsqu'une pièce est encastrée par 
une extrémité, et qu'à l'autre extrémité elle supporte une 
charge qui tend à la fléchir , la section dangereuse se trouve 
placée à l'encastrement, ou, en d'autres termes, le moment 
de la charge pour une section quelconque estd'autant moindre 
que celte section est éloignée de l'encastrement. Il suit 
de là que, si la pièce a des dimensions uniformes, calculées 
d'après la résistance maxima, elle sera trop forte aux sections 
comprises entre l'encastrement et la charge. On comprend 
donc que, pour ne pas employer inutilement de la matière, 
il convienne de diminuer les sections transversales depuis 
l'encastrement jusqu'au point d'application de l'eflort de 
flexion où la section doit être nulle. 
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Considérons Téquation de stabilité relative à un solide à 
section rectangulaire 

P/= — T— OU ab^ = 



6 



F 



La quantité / représentant la distance d'un point quelconque 
de la pièce à la charge, il est évident que cette équation doit 
être satisfaite pour toutes les sections, et que, / étant une va- 
riable, elle ne pourra Tètre qu'autant que Ton fera varier 
dans le premier membre a ou b. Supposons l'épaisseur a con- 
stante, et désignons respectivement par x,f les deux varia- 
bles /, b. On aura 



b'=z 



6 PI 
Ya 



. 6P 

ou r^ = j^^, 



équation qui montre que le profil longitudinal du solide 
d'égale résistance est limité, d'une part par une branche de 
parabole ayant pour sommet le point d'application de l'effort 
de flexion, et de l'autre par l'axe de la courbe. Cette formule 
se rapporte aux/fg*. loo et loi. 



Fi{j. 100, 



Fi(j. loi. 





La résistance à la flexion serait doublée si le profil était 
limité par deux branches de parabole [fifç, 98), puisque, dans 
ce cas, chaque section transversale contient deux fois la sec- 
lion primitive. 

Si l'épaisseur a est variable et la hauteur b de la section 
constante, en désignant par / la dimension a, il viendra 



a = 



6P/ 

Ffr»' 



_ 6P 
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équation d'une ligne droite. Ainsi la section du solide par un 

Fig. 102. 




plan horizontal est représentée par un triangle ( fig, io3). Cette 
disposition n'est pas souvent employée. 

Fig. io3. 




Quand la section est rectangulaire, on peut aussi faire varier 
les deux dimensions a, 6, de manière que la section reste 
semblable à elle-même. 

Appelons Xy y:^ z les trois variables ly b, a\ en substituant 
dans réquation générale, on aura 

Si nous posons - = k, ou 2 = ky, l'équation deviendra 



ky" = -jT ^, d ou y^ 



6P 

/rF 



X, 



équation d'une parabole du troisième degré. Cette courbe est 



.Wc. D, — II. 



2J 
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celle qui limite la section par le plan de flexion. De la re- 
lation 



on déduit 



r 



3 



r = i et 7» = -^ 



Remplaçant j* par celte valeur dans l'équation de la courbe 
parabolique du troisième degré, on aura 

2^ 6P ^, , , 6PA^ 

ce qui est encore l'équation d'une parabole du troisième 
degré qui limite la section par le plan horizontal mené sui- 
vant la fibre moyenne. 
Lorsque la section est circulaire, on a 

P/— — 7 — = — 7~> d ou r^=zA=—- 
Les variables étant r et /, l'équation prendra la forme 

^ 4P 

c'est-à-dire qu'elle représentera encore une parabole du troi- 
sième degré qui limiterait une section quelconque faite parun 
plan mené suivant la fibre moyenne. 

Proposons-nous maintenant de construire la courbe para- 
bolique qui détermine la forme du solide d'égale résistance. 

I® La section transversale. est un rectangle dont la dimen- 
sion a est constante : 

. 6P 
•^ F« 

Pour la section d'encastrement, on a 

. 6P/ ., . b^ 6P 

ab^ = -i^ 5 d ou -y Z= -- 5 
l l h a 

et, en substituant dans l'expression de jS il viendra 
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Ainsi la longueur / et la hauteur 6 à la section d'encastre- 
ment étant données, si Ton donne successivement à x diffé- 
rentes valeurs, on aura les valeurs correspondantes de y qui 
fourniront autant de points de la courbe parabolique. 

On peut aussi employer les différentes méthodes fournies 
par la Géométrie. Soient AA' la hauteur à la section d'encas- 
trement, et AB la longueur du solide {fig, \of\). Le point B 



A' 



Fig. 104. 



x!|Y 

I I 



I I 



/■ I 

/ 1 I 

.' I I 



F ÎBÎM 
I I 
I I 
I I 



étant le sommet de la parabole, AB sera Tabsclsse du point 
A' et AC=:2AB la sous-tangente du même point. La tan- 
gente A'C au point A' rencontre la tangente XX' du sommet 
de la courbe en un point N qui est la projection du foyer 
sur A'C; donc, en menant à cette dernière droite une perpen- 
diculaire au point N, on aura le foyer F, et par suite la direc- 
trice YY'. Avec ces données, il sera facile de tracer la pa- 
rabole. 

Il est plus simple d'avoir récours au procédé suivant. 
Soient A' A" le double de la hauteur, et AB la longueur du 
solide d'égale résistance [fig. io5). Divisons la hauteur AA" et 



Fig. io5. 




la longueur AB en un même nomDre de parties égales. Joi- 
gnant les points de division a„ fr„ c, au point A', et menant 
par les points a, 6, c des parallèles à AB, les intersections des 



2J. 
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concourantes et des parallèles sont autant de points a,, 62, Cj 
de la parabole. 

2° La section transversale est rectangulaire, et les deux di- 
mensions a, b sont variables. 

Nous avons trouvé 

Or, pour la section d'encastrement, on a 

. 6P/ ., , ab^ 6P 
«^'=-|r-j dou -y^-p- 

Renf)p1açant dans l'expression de jS on aura 

^ = 17^- 

Puisque k = -= .-» en mettant t a la place du rapport con- 
slant k, il viendra 



, «6' b' ,, , 3/6* 

j-''^: — j;=:y j:, d OU x=yj^^ 

b^ 

relation qui servira à construire par points la parabole qui li- 
mite la section parle plan de flexion, en calculant les valeurs 
de 7 qui correspondent à des valeurs données de x. 

Pareillement, pour la parabole limitant la section par le 
plan horizontal, mené suivant la fibre moyenne, dans l'équa- 
tion 

F -^5 



2' = — ï=; — XX 



faisons la même substitution que dans la précédente, on aura 

3 ^^'ï. 

a} 
Remplaçant /i* par ^j l'équation deviendra 

ab^X-r- 



z^ =: x = -jx, d ou z= \/ Y X 
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On trouvera encore les points de cette seconde parabole en 
résolvant Téquation pour différentes valeurs de x. 
3** La section du solide est circulaire : 

^ 4P 

-^ Ft: 
De réquation relative à la section d'encastrement 

4 

on déduit 

4P _ r^ 

et, en remplaçant dans l'équation de J^ 



r' 3 / r^ 

}r^=jx, d'où x^yj 



X 



162. Cas oà le solide d* égale résistance n^est soumis qu'à 
une charge uniformément répartie. — Nous avons trouvé 
plus haut 

Si nous supposons l'épaisseur a constante, on aura 



Fa' /'""Fa' 



r'=-F^ et r = ^\/^ 
llemplaçani =r- par y^j il viendra 



/6» 6 



équation de la ligne droite qui indique que le profil affecte la 
forme triangulaire [Jig* io6). 
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Celle forme de solide d'égale résistance est fréquemment 
employée pour les consoles des balcons, où la charge peut 

Fig. 106. 

I 




être considérée comme également distribuée lorsqu'ils sont 
complètement occupés. 

163. Solide d* égale résistance lorsque la charge occupe suc- 
cessivement différentes positions sur la longueur de la pièce, 
— Soit un solide de forme prismatique reposant librement 
sur deux appuis A et B [Jig. 107). Supposons que, à un in- 




stant quelconque, le point d'application de la charge soit par- 
venu en «1, distant des points d'appui de quantités respec- 
tivement égales à /', T. D'après ce que nous avons vu, en 
désignant par a et fr les dimensions de la section, on aura 

. evi'v 



dans l'hypothèse 011 la charge ne changera pas de position. On 
déduit de là 



vr = 



GP 
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En supposant l'épaisseur a constante, si nous désignons 
par x^ x' les variables /', /", on aura 

«F/ 



xx^ = h^ 



6P 



«F/ 
Représentant par /r la constante -^p- » Téquation prendra la 

forme 

xx' = hb\ 

Sur la droite CE, décrivons une demi-circonférence et me- 
nons l'ordonnée a, rf = 7; en vertu d'un théorème de Géomé- 
trie, il viendra 

xx' = y^y d'où xx' ^=z y^ = kb^ 
et 

X=b^f, & = ^- 

Appelant h' la constante — =? on aura 

y/Zr 

b = /r'r, 

ce qui montre que les ordonnées de la courbe qui détermine 
la forme du solide d'égale résistance sont proportionnelles aux 
ordonnées correspondantes de la circonférence ; donc le so- 
lide affecte la forme elliptique. 

164. Balanciers des machines à vapeur, — Les balanciers 
sont de longues pièces mobiles, dont les extrémités sont ani- 
mées d'un mouvement circulaire alternatif, autour d'un axe 
disposé au milieu de la longueur. On distingue deux formes 
principales de balanciers : le balancier droit, adopté pour les 
machines verticales de Watt ou pour les machines à deux cy- 
lindres de Woolff, et le balancier à trois branches, employé pour 
les machines horizontales des mines servant à communiquer 
le mouvement à des tiges de pompe. Le balancier droit est 
tantôt d'une seule pièce, tantôt de deux pièces, nommées 
flasques. Les balanciers simples sont adoptés pour les ma- 
chines dont la force nominale est au-dessous de 100 chevaux. 

Ordinairement les balanciers sont armés de nervures trans- 
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versales et longitudinales, ayant pour objet de compenser 
Taffaiblissement produit par le percement des trous et d'aug- 
menter la résistance à la flexion latérale. Ces organes pouvant 
être considérés comme des solides encastrés dans le plan 
vertical mené par Taxe de rotation, il est évident que, pour 
en calculer les dimensions, il suffira d'appliquer les règles 
précédemment établies. 
Appelons 

P TefFort transmis à l'extrémité du balancier; 

/ la demi-longueur, comptée à partir du centre de rotation; 

a l'épaisseur; 

6 la hauteur, mesurée à la section d'encastrement. 

On aura 

ab^ = -=- - 



Généralement, on fait a = -^6 ou a=~b; par conséquent, 



1 2 



6.=^, ^*3^^4/, 



I k 



=</ 



72P/ 



= d^ 



Comme la tête du balancier doit être percée d'un trou pour 
ajuster la bielle, le sommet de la parabole doit être rejeté 
plus loin. La hauteur à l'extrémité est égale au tiers de la hau- 
teur au centre de rotation. Tl importe donc de déterminer le 
sommet de la parabole, afin de pouvoir tracer la courbe d'é- 
gale résistance. 

Soient AB = / la demi-longueur du balancier et AA', BB' 



Fig. loB. 




B S 



les demi-hauteurs au centre et à l'extrémité [Jig 108. ). Suppo- 
sons connu le sommet S de la parabole, puisque les points A', 
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B' apparliennenià celle courbe, les droiles AA', BB' en seronl 
les ordonnées el AS, BS les abscisses. En verlu d'une pro- 
priélé caraciérlslique de la parabole, on aura 



AS ___ AA^ 
BS gg7 



el, puisque A A' = 3BB', 



AS qBB' ^, , AS — BS 
^ = ^=r.==9> dou 



_9-ï 



BB 



/ • 



BS 



o 
o 



ou 



/ 



-, = 8, d'où BS = i/. 



BS 



Le sommet de la parabole élanl ainsi délerminé, on ta con- 
slruira par l'un des procédés indiqués. 

Les ingénieurs-mécaniciens opèrenl encore de la manière 
suivanie le tracé de la courbe d'égale résistance, qui limite 
les balanciers des machines à vapeur. 

Soit AB la demi-longueur du balancier (yïg*. 109). Au 
point A, centre de rotation, menons une perpendiculaire AA' 
égale à la demi-hauteur calculée par la formule el, au point B, 

Fig. 109. 




élevons une perpendiculaire BB', de longueur égale au tiers 
de la première. Divisons AB et B'r, différence des deux per- 
pendiculaires, en un même nombre de parties égales. Si nous 
joignons le point A' aux points de division q, p, n et si l'on 
élève aux points de division de AB des perpendiculaires à 
celte ligne, on obtient une suite de points, tels que a', 6', c', 
qui appartiennent à une courbe parabolique, dont le sommet 
est en A\ En effei, les positions de tous ces points éiant rap- 
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portées aux deux axes A'A ei A'r, il s'ensuit que \b= 7.Aa, 
Ac = 3Aa, AB = 4Aa seront les ordonnées des divers points 
de la courbe et a' a", Vb", c'c", B'r en seront les abscisses; 
or il est visible que 



b'b"=^^a'a\ c'&' = ^a'a", et B'/i=i6a'< 



d'où 



4Aa ^^« i6Aa '^^ ^ 

Puisque cette relation existe entre les coordonnées de tous 
les points déterminés par la construction précédente, il est 
évident qu'ifs sont situés sur une parabole, dont le sommet 
est A'. Cette forme du solide diffère de la première en ce que 
le foyer de la courbe, au lieu d'être sur l'axe longitudinal du 
balancier, est placé sur un axe vertical passant par le centre 
de rotation. 

Lorsque les balanciers ne sont pas armés de nervures, ce 
qui arrive fort souvent dans les machines de bateaux, on fait 
rt ~ |fr ou a = J 6. Dans ce cas, la formule devient 

,, 6P/ ,,3 6P/ 



F ' 



d'où 



5P/ 






Nous avons ait que, dans le calcul des balanciers, on faisait 



-</' 



Fig. iio. 

i i 

' 1 

i J 



généralement abstraction des nervures. On emploie cepen- 
dant des formules obtenues en tenant compte de la résistance 
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opposée par la nervure qui renforce le panneau, sur tout le 
périmètre du balancier. Bien que la section de celte nervure 
soit bombée extérieurement, on la considère comme exacte- 
ment rectangulaire, ce qui simplifie considérablement le cal- 
cul. Il s'ensuit donc que la section faite transversalement dans 
le balancier a la forme d'un double T à têtes égales [fig. iio). 
On a adopté les deux proportions suivantes : 

On a trouvé plus haut 



\? •) 



par conséquent, en remplaçant a, a' et b' par leurs valeurs en 
fonction de b, on aura 

b^ 26x1 25'^^ 

4 12X216 ï99^^ ^P^ 

b 129^ ~~~ ^ 

Si le balancier est en fonte, 

6x 1296P/ 



F =: 7500000*^8, d'où 6* 



199 X 7500000 

Effectuant les calculs et simplifiant, il vient, par approxi- 
mation, 



192000 
2° a = 16, «=^6, V = \b. 

On aura encore 

8 ""^'^32^ 5i2 6816^ 



b 8192 



68163 6P/ 



_ 6P/ _ 6x8192?/ 

8192 F 681 X 7500000 

et, en réduisant, 

¥ = — -z > par approximation. 

100900 
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Les balanciers étant exposés à des chocs et à des vibra- 
tions, pour prévenir les accidents, les ingénieurs anglais ne 
font entrer dans les formules précédentes que la moitié de la 
valeur ordinaire du coefficient F de la résistance à la flexion. 
Dans ce cas, on a 

6X1206P/ ,, P/ 

199 X 3750000 96000 ' 

681 X 3750000 51950 

La longueur totale du balancier est déterminée parles con- 
ditions géométriques de la transmission du mouvement. Or- 
dinairement, la distance horizontale entre la verticale de la 
tige du piston et celle qui passe par l'axe de la manivelle 
est égale à trois fois la course du piston, que nous désignerons 
par c. Or, comme ces deux verticales passent par les milieux 
des flèches des arcs décrits par les extrémités du balancier, 
il s'ensuit que la longueur totale du balancier, en fonction de 
la course du piston, sera 

3, 0825 c; 

par conséquent, la course du piston étant donnée, pour l'ap- 
plication des formules qui précèdent, on aura 

, 3,082.5 c ^, ^ 

/= = 1 ,54i25c. 

165. Applications. — Trouver les dimensions du balancier 
d'une machine à vapeur à basse pression à i**", 5, sachant que 
le diamètre du cylindre est de o™, 70 et la course du piston de 
i"',70. 

1° On néglige V influence des nervures : 

l=z 1,54125 X 1 ,70 = 2", 620125, b = i/ ^ „ 9 



1,273 



X io33o X 1 ,5 = 5964^*, 



^^3/72x5964X2,620125^ ^ = 0-53., 
y 7500000 

a=z ,'yXo,53i =;o",o43. 
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De chaque côté, la saillie de la nervure est égale à l'épais- 
seur du panneau. 
Dans l'hypothèse où a = ^6, on emploie la formule 



û = -p^Xo, 672=0"*, o38. 

2** En tenant compte de Vinfluence des nervures. 
Première formule : 

192000 192000 



b = .75964x2.62025 ^ 

y 192000 

« = I X o ,434 = o", io85, a' = -^ X o ,434 = o", o36, 

6' = Axo,434 = o-,36i. 

Deuxième formule : 

, . P / , , 5q64 X 2 , 62025 

b^ = — ^ ^ 0^=-^^-^ — 5 , 

100900 100900 

__ 3/5 964 X 2,6^5 _ 
^~ V 103900 ~ '^"^^^ 

rt = j X o"*, 532 = o"*, 066, a' = ^ X o , 532 == 0»=, o 1 7, 

6' = I X 0,532 r= o'",465. 

Formules des Anglais : 

,, P/ ,. 5q64x 2,62025 

= > 6 r:= — ^^^ • ; 9 

96000 96000 



=v/' 



5964x2,62025 ^ ^.^ 
^ ^ — =o™,546, 



96000 



ft3 ^ P^ f,3 ^ 5964X2,62 025 
51960 51960 



b -= 1^ /^964 X 2 ,62025 _ 

V 51950 "~ ' "' 
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166. Courbe élastique. — Poncelet a donné Je nom de 
courbe élastique ou simplement à* élastique k la courbe affectée 
par un solide sollicité par une ou plusieurs forces, qui en 
opèrent la flexion, sans détruire son élasticité naturelle. 

Nous avons trouvé plus haut la relation suivante entre les 

résistances moléculaires et les forces qui tendent à fléchir le 

solide : 

FI 

Vp -H p>' -t- PV' -*-• • ^ ^» 

£ représentant le coefflcient d'élasticité» I le moment d'iner- 
tie et Ri le rayon de courbure du solide fléchi en un point 
quelconque. On déduit de là 

El 



R.= 



Pp4.p'p' + PY'4-... 



Si la charge P agit de bas en haut et que, d'autre part, une 
charge uniformément répartie sur la longueur / sollicite le 
solide en sens contraire, on a 

R -_JËL_ 

Le moment VI étant égal au moment \pl\ 

Pl-'ipl'=zQ, d'où R. = — =:C0. 
^ o 

Dans ce cas, le rayon de courbure infini montre que la tan- 
gente au point d'encastrement est horizontale. 

Ainsi, pour trouver la courbe affectée par le solide fléchi, 
il suffit de déterminer, par la formule, les rayons de courbure 
correspondant à des sections du solide très-voisines, et la ligne 
continue passant par tous les points ainsi obtenus sera la 
courbe élastique. 

Considérons un solide à section constante AA'A"R encastré 
à l'une des extrémités et soumis à l'autre extrémité à l'action 
d'une force P, qui le fléchit {Jig. m). A la section d'encas- 
trement, le rayon de courbure aura pour valeur 

R -^ï 

K. - pr^- 
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Le centre de courbure étant déterminé au moyen de 
cette relation, de ce point comme centre avec un rayon 
AO ==Ri on décrira un arc de cercle AA', d'une ampUiude 

VÏQ, III. 




trè^-petite, de i à i degrés par exemple. Joignons le point A' 
au centre de courbure et appelons /' la dislance du point A' 
à la direction de la charge P. De Téquation d'équilibre rela- 
tive à la section qui passe par le point A', on déduit encore, 
pour la valeur du rayon de courbure R',, 



R'. 



El 

P/~' 



Du nouveau centre de courbure 0', avec un rayon 0'A'=R', , 
décrivons un arc de cercle A' A", d'une amplitude très-petite, 
comme le précédent, et unissons le point A" au point 0'. Si 
/" représente la distance de ce point à la direction de l'effort 
de flexion, on aura 

R' =:r — . 



£n continuant ainsi de suite, on obtiendra une suite d'arcs 
de cercle, qui formeront l'enveloppe de la courbe élastique. 
Il est visible que cette courbe se terminera à l'intersection de 
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l'un des arcs de cercle, avec la droite qui représente la direc- 
tion de l'effort de flexion. 

Lorsque, par l'application de la formule, on remarque que 
les rayons de courbure acquièrent une très-gt»ande valeur, il 
est fort difficile, sinon impossible, de les faire servir au tracé 
de la courbe élastique. Par un artifice de construction, dû à 
Poncelet, on peut y parvenir, avec une approximation tou- 
jours suffisante pour les cas ordinaires de la pratique. Appe- 
lons a l'arc élémentaire du cercle osculateur de rayon Ri, ei 
a, l'arc semblable décrit à l'unité de distance. On aura 

« = Ri fli. 

Remplaçant Ri par sa valeur exprimée plus haut, il viendra 

El 

Ainsi l'arc élémentaire de la courbe élastique en un point 

El 

quelconque est égal au terme p^ calculé pour la section qui 

passe par ce point, multiplié par l'arc élémentaire, de rayon 
égal à l'unité. Aux points A" et A*', menons les deux tan- 
gentes A"M, A^'N; l'angle formé par ces deux tangentes, 
c'est-à-dire par deux éléments consécutifs de la courbe, sera 
égal à l'angle des deux rayons de courbure, correspondants 
comme ayant les côtés respectivement perpendiculaires. Il 
s'ensuit que l'angle des tangentes, nommé en Géométrie angte 
de contingence, et l'angle des normales, ou des deux rayons 
de courbure infiniment voisins, auront pour mesure com- 
mune l'arc élémentaire a,, exprimé en degrés. On pourra donc 
facilement calculer l'arc élémentaire de l'élastique, connais- 
sant le développement de l'arc décrit à l'unité de distance, 
qui correspond à une amplitude très-petite. Si, par exemple, 
cette amplitude est de 2 degrés, on aura 

36o° 2 77 ,, , 2X27r ^, 

— —- = — > Q ou a, = — 5^ — — o,o34q. 
2° «i 3bo ^^ 

Remplaçant a, par cette valeur numérique dans l'expression 

générale de a, il vient 

El ^, 
a~=. p^ 0,0349. 
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Cela posé, si, à partir du point A", les rayons de courbure 
ne sont pas assez petits pour qu'ils puissent servir à tracer au 
delà la courbe élastique, on prolongera le dernier élément 
obtenu A' A" par sa tangente A"M et, dans le sens de la flexion, 
on mènera une droite A''N, qui forme avec la première un 
angle de i degrés. La distance /" du point A" à la direction de 
l'effort de flexion étarit connue, Tare élémentaire de l'élas- 
tique aura pour valeur 

« = o,o349p^,. 

Si donc, à partir de A", on porte sur A"N une longueur 
égale à la valeur de a ainsi obtenue, on aura un point dont la 
position sera très-voisine de celle du point correspondant de 
l'élastique. 11 est aisé de voir que, en continuant les mêmes 
opérations pour d'autres points du solide,^ on obtiendra la 
forme de ^ courbe élastique, sinon rigoureusement exacte, du 
moins suffisamment approximative pour apprécier la flexic n 
subie par le solide. 

167. Flexion deq solides. — La relation qui doit exister 
entre les dimensions des pièces et les efforts qu'elles peuvent 
supporter en toute sécurité, sans que l'élasticité naturelle soit 
altérée, n'est pas toujours, dans les constructions, une condi- 
tion suffisante de stabilité. Suivant la nature des corps et 
l'usage auquel ils sont destinés, il est prudent que les flexions 
ne dépassent pas certaines limites. Il y a donc lieu de recher- 
cher les flèches de courbure produites par les forces appli- 
quées aux matériaux que l'on emploie. Éclairés à la fois par 
l'expérience et par la théorie, les ingénieurs ont reconnu que 
les flexions doivent toujours être très-faibles et que, pour les 
pièces à longue portée, il convient de les régler, le plus exac- 
tement possible, d'après la grandeur des efforts. 

Soit ACC'B la courbe élastique d'un solide fléchi sous l'ac- 
tion d'une force P [Jig. 112). Si l'on enroule sur cette courbe 
la droite AB', qui représente la longueur de la pièce avant la 
flexion, évidemment le point B' décrira la développante de 
l'élastique. Aux deux points infiniment voisins C, C, menons 
les deux tangentes Ga, C J, limitées à la développante. La 
Géomélrieapprendque leurs longueurs seront respectivement 

Mec. z>. — II. 26 
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' égales aux arcs CC'B, C'B de la développée. Le corps, sous 
Taciion de reifort extérieur P, prenant la forme ACC'B, la 

Fig. 113. 




•flexion ou la flèche de courbure sera mesurée par la lon- 
gueur BD de la perpendiculaire abaissée de l'extrémité de 
rélastique sur l'horizontale, représentant la position du solide 
avant la flexion. Quand Textrémilé du corps passera de la po- 
sition a à la position inOniment voisine d, le déplacement 
dans le sens de TelTort, qui mesure la flexion élémentaire, 
sera la projection bd de Tare ad de développante sur la direc- 
tion propre de cet effort. A la limite de petitesse, cet arc de 
développante pouvant être confondu avec Tare de cercle dé- 
crit du point G comme centre, avec Ca pour rayon, si nous 
appelons a^ Tare de rayon égal à l'unité, qui mesure l'angle 
de contingence formé par les deux tangentes inflnimeni voi- 
sines de Ca, QJdy on aqra 



ad = Cay<a 



I » 



mais, puisque la tangente Cût, limitée à la développante, est 
égale à l'arc CC'B de la courbe élastique, si nous appelons A 
ce dernier, la valeur de ad sera exprimée par 

arf = A X a, ; 

de plus, l'arc élémentaire CC de l'élastique, que nous dési- 
gnerons par a, ayant pour valeur Ri a„ en fonction du rayon 
de courbure, on déduit 

«1=—, d'où «rf=:AX5-» 
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Nommons X le bras de levier de l'effort relatif à la section 
passant par le point C, lequel est égal à la projection CE de 
l'arc CC'B de l'élastique, sur l'horizontale du point C, et a: la 
variation élémentaire CF du bras de levier, quand le point 

r 

d'application de l'effort, pendant la flexion, décrit l'arc de dé- 
veloppante. 

Remarquons que, les deux triangles CC'F, abd étant sem- 
blables, puisqu'ils ont les côtés perpendiculaires, on aura 

ÇC_ad 
CF "" W' 

d'où 

, , CFxad ,, Aa^ Aa: 

bd = ou Od :=: =. • 

ce R.a R. 

Remplaçant Ri par sa valeur R, = p=T> la valeur de bd sera 

PX 

Comme les efforts doivent toujours être calculés de manière 
que les flexions qu'ils produisent soient très-faibles, l'arc 
CC'B — A de l'élastique différera très-peu de sa projection 
CE =X sur l'horizontale, de sorte que, dans la relation qui 
précède, on pourra, sans erreur sensible, remplacer A parX. 
On aura ainsi 

Telle est l'expression générale de la flèche élémentaire de 
courbure, occasionnée par l'effort extérieur, dans le passage 
par deux positions infiniment voisines de son point d'appli- 
cation. Pour d'autres flèches élémentaires, on aura successi- 
vement 

bd=-^^, bd --ÊÎ— 

Faisant la somme de toutes ces quantités, on aura la flèche 

26. 
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totale de courbure, que nous désignerons par /, 



£1 



ou 



/= gj (X:rX H- X'^c'X' + X''a7^X''-4- . . .) • 

Pour trouver la somme des termes renfermés entre paren- 
thèses, nous allons recourir à une méthode déjà employée, 
qui n'est au fond qu'une intégration par quadrature. A cet 
effet, sur une ligne OY, à partir du point origine [Jiff> 1 13), 
portons des longueurs OA, Oa, 06,. . , égales aux différents 
bras de levier X, X', X",. . ., suivant les positions que l'effort 
fait successivement occuper à la pièce. Au point A, menons 

¥'iQ. ii3. 




la perpendiculaire AA' = AO = X et joignons le point A' au 
point 0. Puisque le triangle rectangle A A' est isoscèle, si 
Ton mène aux points a, b, c,... les perpendiculaires aa', W, 
ce', . . . , on aura aussi 

aa! = aO = X', 

bb' = bO:=X'\ 

ce' =cO=^X'\ 

Si, à partir du point A, on prend un élément km=zx, va- 
riation élémentaire du bras de levier, le produit Hx sera géo- 
métriquement représenté par la surface du rectangle, ayant 
pour dimensions AA' et A m, qui, à la limite, pourra être con- 
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fondu avec le trapèze kmm' k'. Désignant par s cette surface 
élémentaire et faisant observer que les produits X'^', lL"x^ 
pourront être représentés par des surfaces analogues <$', s",... 
il viendra 

Xa;X -4- X'^'X' -4- X'' J7"X'' -+-...= ^X 4- 5'X' -f- ^''X" + . . . . 

Remarquons que» «X étant le moment de la surface élémen- 
taire s, par rapport à un axe situé dans le plan du triangle et 
perpendiculaire à OY au sommet du triangle, la somme de 
tous les termes sera évidemment le moment total du triangle 
par rapport au même axe. Or la surface du triangle est expri- 
mée par -^X^ et la distance de son centre de gravité à Taxe est 
égale à |X; donc 

5X -f- 5' X' -f- 5"X" -4- . . . r= IX'' X |X = iX\ 

Remplaçant dans l'équation qui exprime la valeur de la 
flèche de courbure/, on aura 

.7 — £^ X a ^ — 3 £j • 

Si rpn considère cette flexion à partir de la section d'en- 
castrement, le bras de levier maximum devient égal à la lon- 
gueur de la pièce avant la flexion. Dans ce cas, la formule gé- 
nérale est représentée par 

•' "" 3 El * 

Ces considérations fort ingénieuses, dues à Poncelet, mon- 
trent que, lorsqu'un solide prismatique ou cylindrique encas- 
tré à Tune des extrémités est sollicité à l'autre extrémité par 
un efi'ort perpendiculaire à la longueur qui le fléchit, la flèche 
de courbure est : 

I** Proportionnelle à la grandeur de l'effort de flexion; 

Qp Proportionnelle au cube du bras de levier de cet effort; 

S*» Inversement proportionnelle au module d'élasticité; 

4** Inversement proportionnelle au moment d'inertie de la 
section transversale. 
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168. Cas où la section est un rectangle ou un cercle. — Il 
suffira^ dans la formule générale 

iVl' 

*\ 
o 



/— ^ £j ' 



ab^ ïïR* 

d'introduire I = — si la section est un rectangle; et 1=: -7- 

si elle est circulaire. On aura donc 

I VI* _ 4P/^ 

Ex — 
12 



F3 



1 P/' _ 4 P/^ 

•^~3^ TrR^""3 EttR*' 

4 

OU, en remplaçant R^ par sa valeur -775 en fonction du diamètre, 

4 P/» _ 64 P/^ 

•^""3^ D*"~3E7rD^' 

Et: -7-. 
10 

169. Formules pratiques.— SI, dans l'équation qui exprime 
la valeur générale delà flèche de courbure, on met, à la place 
de £, ses différentes valeurs, suivant la nature des matériaux, 
on obtient des formules servant à calculer les flexions des se 
lldes encastrés à l'une des extrémités. On trouve ainsi : 

Solides à section rectangulaire. 

Par millim. carré. 
P/» 

Fonte c. f = 5 n» E=i2ooo''« 

'' 3000000000 ao* 

P/> 

Fer f=z -s j-i» E = 20000 

•^ ooooooooooaD 

P/» 

Bois de chêne f = ^ r:' £= 1200 

•^ 000000000 a6' 

P/» 

Acier fondu f= —= r- ? E = 3oooo 

75ooooooooaO' 

P/» 

Acier d'Allemagne. . . f='-r-z rs» E = 21000 

5200000000^6 



• 



DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE IX. 4^7 

Solides à section circulaire. 

Fonle / = — c7 TT. 

•^ 1 704000000 D* 

P/» 

Fer f = — 

•' 2940000000 D* 

Bois /= —^7 îT- 

1 70400000 D* 

Solides cylindriques creux. 

P/^ 
^^"^® ^^ 1 764000000 (D*~D'*) 

P/3 

Fer /'= -- 

•^ 2940000000 (D* — D'*) 

P/^ 

®^*^ ^^ 176400000(0^- D'*) 

170. Applications, — i" Quelle est la flexion d'une poutre 
en bois de chêne y encastrée à l'une des extrémités, sachant 
qu'elle est chargée d'un poids de 1200 kilogrammes, à 
4 mètres de l'encastrement, que la hauteur du solide est de 
o"',4o ^' 9"^ l'épaisseur est égale aux \ de la hauteur? 

P/' 

•^ 3ooooooooa6* ' ' 

^_ VI' _ 7P/^ 

3oooooooo X 76* Soooooooo X 5 6* 

P=:i200, l = /\, 6 = 0, 4o, 

^ 7X1200X64 „ / 

/ =::^ — T =: O"* 1 4 • 

i5oooooooo X 0,0266 * 

7? Quelle est la flexion d'un boulon de fer de o"",o6 de 
diamètre, chargé d'un poids de i5o kilogrammes, à o™,8o de 
l 'encastrement? 

•^ 2940000000 D*' 
P=:i5o^S /=ro,8o, D = o^",o6, 
^ i5dXo,5i2 

T — ^ — qit> 00201. 

2940000000X0,00001296 * 
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3" Trouver la flexion d*un arbre cylindrique creux en 
fonte, encastré par l'une des extrémités, sachant qu'il sup- 
porte à l'autre extrémité une charge de 6000 kilogrammes, 
que le diamètre extérieur est de o",4o, le diamètre intérieur 
les I du diamètre extérieur et que la distance du point d'ap- 
ptication de la charge à V encastrement est égale à 3 mè- 
tres, 

P/' 

•^^ 1764000000(0^- D'*)' 

P/^ 625 Pfi ■ 

^ ~~ 1764000000 X ffr^* ~ 369 X 1764000000D»' 

P=:6ooo^«, /=3'",oo, D = o,4o, 

f^ 625 X 6000 X 27 ^ ^„^^^g^ 

' 369 X 1764000000 X 0,0266 

171. Flexion d'un solide prismatique encastré à l'une des 
extrémités, quand il est soumis à une charge agissant à l'autre 
extrémité et à une charge uniformément répartie sur la lon- 
gueur. — Appelons X la dislance d'une section quelconque 
au point d'application de la charge P. Le moment de celle 
force sera PX. D'autre part, la charge uniformément répartie 
sur la longueur X étant />X, comme le bras de levier est égal 

à — > la valeur du moment sera 7/7 X'. Par conséquent, la rela- 
tion d'équilibre pour la section considérée sera exprimée par 
réqualîon 

r, d'après la convention adoptée, représentant la distance de la 
fibre la plus éloignée à la fibre invariable et R, le rayon de 
courbure. De plus, d'après ce que nous avons vu, la flexion 
élémentaire/, ayant pour valeur 

. PX'r 

/=-£]-' 

si, dans cette formule, nous remplaçons P par P H- pX, en fai- 
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X 

sani alleniion que le bras de levier de/?X est — ? nous aurons 

•^ ■- Ëî 

Pour d'autres flexions élémentaires, nous aurons aussi 



/; 



El 



'' - El 

Faisant la somme, on aura la flèche totale de courbure 



f 



El 



Remplaçant la somme des termes de la première parenthèse 
par sa valeur yX', que nous avons déjà trouvée, il viendra 

^ '" El ' 

expression que Ton peut mettre sous la forme suivante : 

iPX^4-|p(X^^X + X^^:r^X^-f-X^-^^^^^X^^ + ..-) 
^~ El 

En procédant par quadrature, ainsi que nous Tavons fait pré- 
cédemment, on trouve 



/= 



El 



On comprend que, si les deux charges agissent en sens con- 
traires, la flgure est encore la même, à part le signe qui doit 
affecter le terme ~pl. On aura donc 

•^ ~ El 

172. Flexion d'un solide reposant librement sur deux ap- 
puis, soumis à l'action d'une cliarf^e agissant au milieu et d'une 
charge uniformément répartie sur la longueur, — D'après ce 
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que nous avons vu, le solide lend à se rompre suivant la sec- 
lion qui passe par le milieu de la dislance comprise entre les 

deux appuis. Si nous appelons P la charge supportée au mi- 

p 

lieu, la pression transmise sur chaque point d*appui sera -• 

De plus celle qui résulte de la charge uniformément répartie 
sera — • On pourra donc considérer le solide comme encastré 

au milieu de sa longueur, et sollicité, d'un côté, par la réac- 

p pi 

lion de Tun des appuis, agissant de bas en haut, égale à — h — ? 

et de Tautre à la charge uniformément répartie — dont Tac- 
lion se manifeste de haut en bas. On est donc ainsi ramené 
au cas de deux forces de sens contraires, et la valeur qui doii 
être introduite dans la formule de la flèche de courbure est 

2 2 b 2 

En faisant cette substitution et en ne perdant pas de vue 
que, dans ce cas, le bras de levier est égal à -> on aura 



" 3E1\2 



P^^/_3 ^/ 

"^2 82 



Pour éviter toute confusion et parvenir à une formule plus 
commode, il est plus simple de représenter la charge qui agit 
au milieu par 2P et la distance des appuis par 2/. On a ainsi 

ce qui donne, après avoir réduit, 

Si le solide est de forme prismatique, 

I = tV «*S 
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d'où 

12 

Quand le corps est seulement soumis à l'action de la 
charge sP appliquée au milieu de la longueur /;/ = o, la for- 
mule devient 

De même, si la charge 2P est nulle, on a 

4/!» 

Supposons que la charge 2P et la charge uniformément ré- 
partie, agissant séparément, occasionnent la même flexion. 
Cette circonstance sera évidemment exprimée par la relation 

Ê^3-Ë^3J/^^^ ou ? = ^pl, 

c'est-à-dfre que la charge qui agil au milieu doit être les \ de 
la charge uniformément répartie. 

Il est encore visible que, les deux charges agissant simulla- 
némeni, la flexion totale est égale à la somme des flexions 
qu'elles produiraient individuellement. 

173. Flexion d'un solide reposant sur deux appuis^ la charge 
étant appliquée en un point quelconque, — D'après les nota- 
lions adoptées, /', l" étant les distances respectives du point 
d'application de la charge aux deux appuis, et / la longueur 
de la pièce comprise entre ces appuis, les réactions seront 

pr VU 

Comme le solide peut être considéré comme encastré sui- 
vant la section menée par le point d'application de la charge, 

nous aurons deux flexions à considérer, l'une relative à l'ef- 

Vl" 
fort -7- agissant avec un bras de levier /', et l'autre produite 

P/' 

par l'efl'ort -y- dont le bras de levier est /". Conséquemment, 
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pour calculer les deux flèches de courbure, il suffira d'iniro- 
duire successivement ces deux forces et leurs bras de levier 
dans la formule générale. On aura donc 



f 



1 ^^"^"^ 
3 /El 



•^ ■" 3 /El 



Si la pièce est prismatique, 



12 ^ 



4P/"/'» 



3 lEab^ "" /Ea6» 



/'- 



4P/v/';^ 



12 



i74. Flexion des solides encastrés par les deux extrémités, 
— Celle question, que les géomètres, notamment Navier, oni 
iraitée par des méthodes de calcul d'un ordre très-élevé, n'est 
en quelque sorte qu'une conséquence de considérations aussi 
simples qu'ingénieuses dues à M. Poncelet. Voici sous quel 
aspect elle a éié envisagée par cet illuslre savant : 

Soit ABC [fif^, 1 14) un solide reposant sur des appuis équi- 
distants A, B, C et sollicité par des charges égales au milieu de 







la dislance comprise entre deux appuis consécutifs. Appe- 
lons 2P celle charge et 2/ l'intervalle qui sépare deux ap- 
puis. Puisque, à droite et à gauche de chacun de ces points, 
il existe deux forces égales chacune à aP, symétriquemeni 
placées, évidemment la réaction exercée par chaque point 
d'appui sera égale à 2P el dirigée en sens inverse des forces 
appliquées au solide. Ainsi le corps pourra être considéré 
comme soumis à l'aclion de deux systèmes de forces égales 
et parallèles enire elles, celles du premier système agissani 
de haut en bas, et celles du second de bas en haut. II résulte 
de là que le solide prendra aliernalivement des flexions de 
sens opposés, et qu'entre les points d'application de deux 
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forces consécutives il y aura nécessairement un point d'in- 
flexion où l'allongement et le raccourcissement des fibres 
seront nuls. Soient m, n ces points pour la première partie du 
solide, et r, s pour la seconde. La courbure étant nulle aux 
points d'inflexion, on pourra regarder le solide comme formé 
de deux solides distincts mD/i, rE5, l'un reposant librement 
sur deux appuis m, /i, et l'autre aux points r, s. A cause de 
l'égalité des charges et de leur symétrie par rapport aux points 
d'appui, les réactions sont aussi égales; de sorte que, dans le 
système général, la même symétrie existant des deux côtés, 
dans l'intervalle de deux appuis consécutifs, les points d'in- 
flexion doivent être situés au milieu de la distance comprise 
entre la charge et le point d'appui le plus voisin. Ainsi, pour 
la première travée, les points d'inflexion m, n divisent en 
deux parties égales les parties AD, DB, et, pour la seconde 
travée, les points r, s sont les milieux des parties BE, EC. 

Si donc nous considérons rE* comme un solide isolé du 
système général, reposant librement aux deux points r, 5, la 
réaction exercée par chacun d'eux sera P, et le bras de levier 
sera égal à la moitié de /; par conséquent, la relation d'équi- 
libre sera représentée par l'équation 

VI FI El ^, . ^, ?.FI 2EÏ 

= —TT^ dOU P/=: — ——5 

expression qui indique que le solide établi dans de telles con- 
ditions peut supporter un effort de flexion double de celui 
qu'il supporterait si sa longueur était réduite à la distance de 
deux appuis consécutifs. 

Pour trouver la flèche de courbure relative à chaque solide 
dont les points d'appui seraient les points d'inflexion, il sufQi 

donc d'introduire la valeur - dans la formule générale, ainsi 

que P qui est la moitié de la charge agissant au milieu de 
chaque travée. On aura donc 



A^'. 



/-^ 



PA» 
8 I P/=» 



3 El 3 El 24 El 

En vertu de la parfaite symétrie du système que nous 
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avons constatée, les points A, B, G peuvent être considérés 
eux-mêmes comme les milieux de solides formés par des 
parties telles que nBr, et par conséquent les points d'in- 
flexion r, s s'abaisseront de la même quantité que les points 
B, £. Or, comme ces derniers points sont solidaires des 
points d'inflexion, ils participeront à leur abaissement; d'où 
résulte que la flèche de courbure aura une valeur double de 
celle que nous avons calculée dans l'hypothèse où le système 
serait composé de solides indépendants les uns des autres. 
Ainsi la flexion aura pour valeur 

'~"^VA'^T^ El' 

ce qui montre que la flèche de courbure est le quart de 
celle que prendrait un solide ayant pour longueur la distance 
de deux appuis consécutifs, s'il reposait librement par ses 
extrémités. 

Remplaçant dans l'équation le moment d'inertie par sa 
valeur, 

12 

Ces considérations mettent en lumière ce fait remarquable, 
que l'influence des appuis et le prolongement du solide bien 
au delà font rentrer ce solide dans le cas absolument identique 
où il serait solidement encastré par les deux extrémités, de telle 
sorte que la courbure aux points d'appui est nulle, ce qui im- 
plique naturellement rhorizonialité de la tangente. Cette 
assimilation est justifiée par la disposition même du solide 
sur les appuis équidistanls, car, la résultante des pressions 
exercées au point B étant 2P, son moment par rapport à ce 
point est égal à zéro, et les deux composantes égales à P 
agissent de chaque côté avec des bras de levier égaux et de 
sens contraires. 

175. Observation sur les solides encastrés par les deux ex- 
trémités. — Généralement, dans les constructions, les poutres 
et poutrelles ne sont prises que de o*", 3o à o™,4o au plus. 
Cette disposition est insuffisante pour déterminer uil encas- 
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iremeni complet; or nous avons vu qu'un solide encastré par 
les deux extrémités oppose une résistance deux fois plus 
grande.que lorsqu'il repose sur deux appuis. 11 est donc pru- 
dent, dans les limites que nous indiquons, de calculer les di- 
mensions de la section transversale, comme si le solide était 
libre sur les appuis. Les poutres ne peuvent être considérées 
comme réellement encastrées qu'autant qu'elles sont enga- 
gées sur une longueur de o*",7o à o°*,8o. 

176. Formules employées dans les applications usuelles. — 
En remplaçant, dans la formule générale, 






3 El 

le coefficient d'élasticité E par les valeurs relatives aux maté- 
riaux employés, et la quantité I par les moments d'inertie de^ 
sections transversales, on parvient à des formules au moyen 
desquelles il est facile de déterminer les flèches de courbure 
que prennent, suivant leur forme, les solides reposant libre- 
ment sur deux appuis. Les résultats obtenus sont toujours 
suffisants pour les besoins de la pratique. On a ainsi : 

Solides à section rectangulaire, 

[lis sont soumis à l'action d'un poids agissant au milieu 
et d'une charge uniformément répartie.) 

17 . ^ {P-hipl)l' 

Fonte . o f =z — ^ '^ ^ ■ 

•^ ooooooooooa^^ 

Fer f^Jl±APniL 

5oooooooooa6^ 

Bois de chêne f= :r i 

*^ ooooooooo«6^ 

Solides à section circulaire. 

Fonte J= \ n. 

I ■504000000 D' 

Fer f^JL±àPnL 

•^ 2g4oooooooD* 

Bois de chêne f=z -^^7 — '^ \,, 

'^ I •; 0400 000 D* 
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Cylindres creux. 

Fonte f- i^ + iP^)^' 

"^"""^ ■' 1 764000000 (D<—D'<) 

Fer f^^Jl±lPnJl 

•^ 2940000000 ( b* — D'* ) 



Bois de chêne /= — ^ 7^7^ — ^r^ 

•^ 1 76400000 ( D* •— D'< ) 

Dans ces formules, P représente la moitié de la charge qu 
agit au milieu et / la moitié de la distance des appuis. 

177. Applications. — 1° Quelle est la flexion d' une poutre 
en bois de chêne, à section carrée de o™,4o de côté, chargée 
au milieu d'un poids de 8000 kilogrammes et reposant libre- 
ment sur deux appuis distants de 5 mètres l'un de r autre P 

(P + !/>/)/' 

•^ Soooooooo X ab^ 

Puisqu'il n'y a pas de charge uniformément répartie et 
qu'on ne tient pas compte du poids du solide, la formule se 
réduit à 

•^ Soooooooot* 

^ 40^0 X i5,695 ^ ^ 

f == ^— ^ Fr = o",oo8, 

•^ 000000000 X o I o 260 

2° IVouver, avec les mêmes données, la flexion de la pièce ^ 
SI la charge est appliquée à 2 mètres de l'un des points d'ap- 
pui et à 3 mètres de l'autre. 

4?/"/'' 
Pour le premier point d'appui / = - ._, . 

i P /' l"y 
Pour le second point d'appui /'^^ "Tf"/* 

E = 1200000000, par mètre carré; 

d'où 

4x8ooox3x8 ^ ^„ ^^^ 

'^ 5 X 1200000000 X o,o256 ' ' 

., 4 X 8000 X 2 X 27 

f = r- hr =o°»,oii, 

•^ 5 X 1200000000 X o,o25u 
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On peut se dispenser de calculer directement la valeur 
de/'; car, en divisant membre à membre les deux équations 
qui expriment les valeurs générales de / et /', on a 

/-^ 

/' ~~ Z''^' 

ce qui apprend que les deux flèches sont en raison directe 
des carrés des distances du point d'application de la charge 
aux deux points d*appui. Ainsi, la flèche étant connue, on ob- 
tiendra la flèche /' au moyen de la relation 

o^_4 Q,oo5x9 _.^ .^^ 

f - ^' J - 4 -o ,OII, 

Dans ce cas, la tangente à la courbe élastique au point qui 
appartient à la section dangereuse n'est pas horizontale. Il est 
très-facile de trouver son inclinaison; car si, par l'un des ' 
points, on conçoit une parallèle à la direction de la tangente, 
on a un triangle rectangle, dont Thypoténuse est la distance 
des appuis et Tun des côtés de l'angle droit la différence des 
flèches. Désignant par a l'angle qui mesure l'inclinaison de la 
tangente et par / la distance des appuis, on aura 

f — f . o.oii — o,oo5 0,006 
sina = ^ — T-^9 sina= -p = — ^ — =0,0012, 

logsina = 3,07918, a = o°4' 8". 

3° Quelle est la fleoùion d*un cylindre en fonte ^ de o'",3o 
de diamètre^ reposant sur deux appuis, distants de 4 mètres 
et supportant au milieu une charge de 10 000 kilogrammes? 

^^ VI' 

'^ 1 764000000 D*' 

5ooo X 8 

/ = -ni 5- = 0^,0027. 

-^ 1764000000X0,0001 ' 

4" Trouver la flexion d'un arbre cylindrique creux en fonte, 
reposant librement sur deux appuis distants de 4 mètres et 
supportant au milieu une charge de 12000 kilogrammes, sa- 

MécD. — U, 27 
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chant que le diamètre extérieur est égal à o*", 3o et que le 
diamètre intérieur est lesj du diamètre extérieur. 

•^"~ 1764000000(0* — D'*)' 

' "" 1 764000000 (D«— l-\iD*)^ 1 764000000 X IK D* ' 

625 Pft 
^ 1 764000000 X 36g D* ' 

^ 625x6000x8 ^ ^ 

/ zzz z=r O 005. 

•^ 1764000000X369X0,0081 ' 

5° Trouver la flexion d'une poutrelle en chêne à section 
carrée de 6^, i5 de côté, reposant librement sur deux appuis 
distants de 4 mètres et chargée uniformément de 3oo kilo- 
grammes par mètre courant. 

(p+i^/)/' 

* 3oooooooo 6* 

Puisque la charge P est nulle, la formule devient 

ipl* ^_ 5x3ooXi6 

•^ 3oooooooo 6*' "^ 8 X 3oooooooo X (0,1 5)* ' ^' 

6° Trouver la flexion d'une pièce de bois de chêne posée li- 
brement sur deux appuis ^ distants de 5 mètres, sachant que 
cette pièce supporte, au milieu, une charge de 2000 kilo- 
grammes, qu'il faut tenir compte de son propre poids et 
que les dimensions de la section sont respectivement o™,3o et 
0°*, 20 ; d'autre part, on sait que le poids du mètre cube de 
chêne employé dans les constructions est approximativement 
de 900 kilogrammes. 

^ 3oooooooo ab^ 
Le poids total de la pièce aura pour valeur 

o, 3o X o, 20 X 5 X 900 =3 270 ''*, 
et la charge par mètre courant 
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Puisque, dans la formule, P représente la moitié de la charge 
qui agit au milieu, sa valeur sera looo kilogrammes. De plus, 
la distance des appuis étant désignée par 2/, la quantité /, 
dans le cas actuel, sera égale à 2™,5o. On aura donc, en intro- 
duisant ces valeurs numériques, 

(ïooo -h |X 54 X 2,5(2,5)3 

/ ^:^ ^ — 9 7^^ O 010. 

•^ 3oooooooo X o,2oX (o,3o)3 *^ ' 

7° Trouver la flexion d*une pièce de bois de chêne encas- 
trée parles deux extrémités, supportant au milieu une charge 
de 4000 kilogrammes, sachant que les dimensions de la section 
sont o*",4o ^/ o'",3o, et que la distance des encastrements est 

de 5 mètres. 

p/3 

/*= — - 

^ Eab' 

Pour l'application de la formule, 

* p =: 2000*^8, /= 2,5, E = 1200000000, 



d'où 



- 2000 X (2,5)^ ,. ,„ _ 

f _— _i i i , f 2rr o 00 1 3 

^' 1 200000000 X , 3o X (o , 4o) * "^ ' 
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CHAPITRE X. 



178. Résistance des corps à la torsion. — On désigne géné- 
ralement sous ce nom la résistance opposée par un corps de 
forme cylindrique ou prismatique à un effort transversal ten- 
dant à faire tourner une section droite quelconque autour 
d*un axe intérieur parallèle à la longueur du solide. Il est aisé 
de comprendre que, dans les machines composées d'organes 
animés d'un mouvement de rotation, les efforts de torsion 
se produisent lorsque les arbres de transmission sont solli- 
cités à tourner en sens contraires sous les actions de forces 
opposées dont les directions sont perpendiculaires à Taxe de 
rotation. 

Pour bien apprécier le mode d'altération du solide qui peut 
se produire, supposons qu'un cylindre soit encastré par la 
base BF, et qu'au moyen d'une manivelle un effort appliqué 
à la base AE perpendiculairement à l'axe tende à lui imprimer 
un mouvement de rotation {/ig. ii5). Concevons ce cylindre 



décomposé en tranches très-minces. Évidemment chaque sec- 
tion, dans le mouvement de rotation autour de l'axe, se dépla- 
cera de la même quantité angulaire par rapport à la précé- 
dente; de sorte que, si nous appelons w cet angle et n le 
nombre de tranches qui composent le solide, le déplacement 
angulaire de la base AE sera représenté par wn. Pareillement, 
si nous considérons une tranche ID occupant, à partir de la 
base fixe, un rang représenté par m, son déplacement angu- 
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laire sera cjm. Désignant par a et p les deux déplacements 
&)/i, (ùm et par e l'épaisseur d'une tranche, on aura 

^ a côn n 

•^ p (ùm m 

et 

AR— n^ pn — «,z. AB_72e_/i 
AU = ne, Lài) = m/?, =7=7 = — = — y 

BD me m ' 

d'où 

a .AB 

3"~BD' 

De là cette conclusion : 

Une tranche infiniment mince ou une section droite, ce qui 
est la même chose, se déplace d'une quantité proportionnelle 
à sa distance à la base fixe. 

Cette relation montre encore que les trois points A, D, B, 
qui appartiennent à une même génératrice, sont venus se 
placer sur une hélice, puisque les ordonnées AB, BD sont 
proporiionnelles aux abscisses curvilignes, c'est-à-dire aux 
arcs de déplacement AA', DD'. Il en est de même pour tous 
les autres points de la génératrice, qui se transforme ainsi en 
une hélice tracée sur la surface du cylindre. C'est en cela que 
consiste ce qu'on appelle torsion. Pendant le mouvement, la 
longueur du solide restant consiante, les fibres qui se sont 
contournées en forme d'hélice ont dû subir un allongement 
égal à la différence entre le développement de l'hélice et la 
longueur primitive des fibres. Les hélices n'ont pas la même 
inclinaison, puisqu'elles appartiennent à des cylindres de 
rayons différents, mais elles ont le même pas; car, le pas 
d'une hélice étant mesuré par la distance comprise entre deux 
points de cette courbe situés sur une même génératrice, si 
nous supposonsqu'une section placée sur ce solide prolongé, à 
une certaine dislance de la base fixe, ait accompli une révo- 
lution entière, évidemment tous les points de la section au- 
ront fait également un tour et seront revenus à la parallèle où 
ils se trouvaient à l'origine. Ainsi le pas de toutes les hélices 
relatives aux différentes fibres sera égal à la distance com- 
prise entre la section considérée et la section fixe. 

On désigne sous le nom d*angle de torsion par unité de 
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longueur l'angle décrit par une section située à l'unité de 
distance de la base fixe. Ordinairement cet angle est exprimé 
par la valeur numérique de l'arc décrit par un point de cetle 
section situé à l'unité de distance de l'axe du solide soumis 
à l'effort de torsion. Ainsi, nommant a^ l'arc décrit à l'unilé 
de longueur à partir de la base fixe, il est clair que l'arc dé- 
crit à l'unité de distance de Taxe pour une section éloignée 
de la base fixe d'une longueur L sera a^ L, et, pour une fibre 
située à la distance r de l'axe, la valeur absolue du déplace- 
ment sera a,rL; ou bien, si «i représente l'arc à l'unité de 
distance pour une seclion éloignée de L de la base fixe, 

l'angle de torsion par unité de longueur sera mesuré par y) 

et si l'on considère une fibre située à la distance r de l'axe, la 

grandeur de l'arc de déplacement sera -p* 

Cela posé, considérons un cylindre DEFH encastré par une 
extrémité et sollicité à l'autre extrémité par un effort P, qui 
tend à le tordre autour de Taxe XX' [Jig. ii6). 

Fig. 1 16. 




Appelons 

r le rayon du cylindre; 

L la longueur ou la distance de la base fixe à la section la 
plus, éloignée; 

A la dislance entre deux sections très-voisines AB, A'B'; 

/ le bras de levier de l'effort de torsion ; 

G le coefficient de torsion ou la résistance au glissement laté- 
ral des fibres par unité de surface et par unité de lon- 
gueur. 

Si nous supposons la section AB fixe, l'extrémité/id'une fibre 
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élémentaire mn se déplacera d'une quantité ^i r', en désignant 
par «1 l'arc décrit à l'unité de distance et par r' la distance de 
cette fibre à Taxe de rotation ; de plus, en divisant a, r' par la 

distance /i des sections voisines, le quotient -j- exprimera 

le déplacement de la fibre élémentaire considérée par unité 
de longueur du solide. 

L'expérience ayant appris que la résistance est proportion- 
nelle à Taire de la section des fibres et aux arcs de déplace- 
ment, sa valeur sera représentée par 

Gm'a, r' 

■ — z^' 

en appelant m' Taire de la section de la fibre. 
Le moment de celte force par rapport à Taxe du solide 

sera 

Gm'a.r' , Ga, , ,. 
X r' = -j— m' / ^ 

De même, pour la fibre la plus éloignée et pour d'autres 
fibres dont les sections sont m", m'"... et les distances à Taxe 
r',r'"..., les moments des résistances moléculaires seront 

Faisant la somme ue tous ces moments partiels, on aura le 
moment total de la résistance opposée par une section placée 
à Tunitéide distance de la base fixe. Désignant par M le mo- 
ment des forces extérieures par rapport à Taxe, la condition 
générale de l'équilibre sera exprimée par l'équation 

^ (mr» 4-m'r'2-+.m"r"^-f- ...)=M. 

M 

D'après ce que nous avons vu, la somme des termes de la 
parenthèse est le moment d'inertie polaire I de la section. 
Ainsi l'équation devient 

- ,— I = M. 
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On déduit de là 

M/. 



a, = 



GI 



Remarquons que tous les déplacements angulaires, depuis 
la base fixe jusqu'à la base la plus éloignée, s'ajoutent les uns 
aux autres; donc, si nous désignons para Tare décrit à l'unité 
de dislance pour la section extrême mobile, on aura 

ML 

Il est d'ailleurs visible, à cause de la proportionnalité des 

arcs de déplacement aux distances des sections à la base fixe, 

que l'on a 

a L ., , alx 

par conséquent, 

__a/, _M/, ^_M 

Dans cette relation, a représente l'arc décrit à l'unité de 

distance pour la section placée à l'extrémité de la pièce; or le 

plus grand déplacement angulaire correspond à la fibre la plus 

éloignée de l'axe. Il est donc indispensable de connaître la 

grandeur de cet arc et de la limiter de manière que l'élasticité 

naturelle de la pièce ne soit pas altérée. On aura sa valeur 

absolue en multipliant celle de a par le rayon r du cylindre, 

puisque les fibres les plus éloignées de l'axe appartiennent à 

la surface latérale. 

MLr 



d'où l'on déduit 



ar=-^j-, 



G flr M r 



De ce que les plus grands déplacements se produisent à la 
section la plus éloignée, il s'ensuit qu'on doit toujours avoir 
en vue les arcs décrits par les extrémités des arbres animés 
d'un mouvement de rotation et que dans chaque section l'angle 
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de torsion doit être d'autant moindre que la longueur du solide 
sera plus grande. Cette condition sera réalisée lorsque, sui- 
vant la nature des matériaux et Tobjet auquel ils sont affectés, 

on aura trouvé la limite du rapport -p5 qui représente l'angle 

de torsion par unité de longueur du solide. 

Le produit -=— de ce rapport par le coefficient de torsion 

G a reçu le nom de coefficient de résistance à la torsion^ C'est 
TefFort de torsion que peut supporter une pièce en toute 
sécurité par unité de section. Si nous le désignons par la nota- 
tion ïp, la relation se présentera sous la forme 



T.=i':^. 



ï 



Le moment des forces extérieures qui tendent à tordre le 
solide étant P/, on aura aussi 

ou 

r H 

Telle est la formule générale qui sert à trouver l'effort de 
torsion que l'on peut faire supporter à une pièce de forme 
cylindrique. D'après M. Vicat, elle peut être appliquée à des 
prismes à section carrée ou polygonale, mais à la condition 
que la longueur de ces solides sera très-courte et que les 
sections transversales, pendant la torsion, ne cesseront pas 
d'être planes. 

179. Applications de la formule. — i° Ze solide est un cy^ 
lindre. 
Dans ce cas, la valeur du moment d'inertie polaire est 

I-— , d ou P= 7- = 7— 

2 2 r/ 2. l 

et, en fonction du diamètre D, 

i6/ 
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On en déduil 






relation qui sert à trouver le diamètre d'un cylindre capable 
de supporter un effort de torsion donné. 

2" Le solide est un cylindre creux, dont le rayon extérieur 
est r et le rayon intérieur r'. 

I = = - (r* ~ r*], 

2 2 2 ^ ' 

d'où 

2/7 

et en fonction des diamètres 

To 77 (D« — D^^) _ To TT (D^- D^^) 

2X - X i6/ 

2 

On en déduit, pour trouver les dimensions, 

r' — r'* __ 2P7 D< — D^^ _ ï6P/ 
r To TT D ïp 7r 

3<* Le solide est un prisme à base carrée. \ 

lz=-, Pr^Jl^ = Iî^. 

^' ti^ r, 3/1/2' 

6-V2/ 
2 



Pour trouver le côté de la section, on aura 

T. V T« 

180. f^a/eMrdMCOcj[]^cie/i/rfe/or5/o/i G.— Les considérations 
théoriques que nous avons développées ont appris que les 
angles de torsion sont proportionnels à la longueur du solide 
et aux moments des forces extérieures qui tendent à le faire 
tourner. Ces conclusions, confirmées parles expériences très- 
précises de MM. Duleau et Savart, ont permis de déterminer, 
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au moyen de la formule, avec une assez grande approxima- 
lion, les valeurs du coefficient G, relalives à différents maté- 
riaux. De la formule générale 

ML 

on déduit 

r ML 

En introduisant dans celte relation les valeurs fournies par 
les différents solides expérimentés et celles déduites de l'ob- 
servation, on a ainsi pu obtenir la valeur du coefficient G, 
qui se rapporte à chaque expérience et à chaque nature de 
corps. De la discussion de toutes les expériences exécutées 
jusqu'à ce jour résulte que, pour les usages de la pratique» 
on peut adopter les valeurs suivantes : 

Fer doux G = 6ooooooooo^« 

Fer en barres G = 6666000000 

Acier d'Allemagne G = 6000000000 

Acier fondu très-fin G = loooooooooo 

Fonte G =: 2000000000 

Cuivre G = 4^^6000000 

Bronze G = 1066000000 

Chêne G = 4^®o^^oo^^ 

Sapin G = 433oooooo 

Il est toutefois utile de faire observer que, malgré le soin 
apporté dans l'exécution des expériences, une grande incer- 
titude règne sur les valeurs numériques du coefficient G. 
Quelques ingénieurs, d'après Cauchy, prennent pour la valeur 
de G les | du module d'extensibilité de la substance; d'autres 
adoptent les coefficients indiqués dans le tableau qui précède, 
déduits des expériences de M. Duleau, ou bien encore, d'après 
l'ingénieur anglais Bevan , 

Pour le fer et l'acier G = 7504628602*^» 

Pour la fonte G = 4014077184 

181. Valeur du coefficient de résistance à la torsion. — Ainsi 
que nous l'avons fait observer précédemment, il est de la plus 
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haute importance dans rétablissement des machines que les 
angles de torsion ou Tinclinaison des hélices ne dépassent 
pas certaines limites assignées par le degré d'élasticité des 
matériaux et par la nécessité de ne pas obtenir des déplace- 
ments angulaires trop considérables des pièces, les unes par 
rapport au\ autres. Comme le déplacement maximum a lieu 
pour la fibre la plus éloignée, et que Tinclinaison de la tan- 

gente à l'hélice est représentée par y-j il est évident que ce 

rapport doit être renfermé dans des limites assez étroites 
pour que l'élasticité des pièces ne soit pas altérée. L'observa- 
tion a fait reconnaître la valeur qu'il convient de lui attribuer 
suivant la nature des corps, de sorte qu'en le multipliant par 
le facteur G, relatif aux différents matériaux employés, on aura 
pour chacun d'eux le coefficient de résistance à la torsion 

— -z=T„ dont il faut faire usage dans les applications de la 

formule. Éclairés par l'expérience, les ingénieurs ont été con- 
duits à admettre que ce coefficient, pour les arbres forts ou 
de première transmission, doit être approximativement la 
moitié de celui qu'on emploie pour les arbres allégés de 
même matière. On a ainsi formé le tableau suivant : 



DESIGNATION 

des matériaux. 



ARBRES 



allégés 

_ Qar 
»o — "1 — • 



Fer et acier . . . 

FoQte 

Bois de chêne. 
Bois de sapin. . 



4002000 

1334000 

366000 

aSSSii 



kg 



To = 



forts 
Gar 



2001000 
667000 

i33ooo 

i444<)^ 



kS 



182. Diamètre d*un arbre en fonction du nombre de tours et 
de la force nominale en chevaux-vapeur, — Considérons, à 
cet effet, la formule relative aux solides cylindriques 



16/ ' 



d'où D»=r 



16P/ 

• ■ ■ ■ ( 

ioTT 
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Soil N la force nominale et V la vitesse en une seconde. 
Le travail en kilogrammètres étant N X 7^, on aura 

PV = NX75 et P=-Ç^. 

Or, si n représente le nombre de tours en une minute, 

-. iTzln Tzln 

par conséquent 

^ NX75x3o . -,, NX75x3o ^N 

P=i ^-j et P/= z=7i6— , 

7rm Tin n 

et, en remplaçant P/ par cette valeur dans l'expression du dia- 
mètre D, 



^, NX75x3oXi6 ii456N 

ToTT^/l ToTT/l 

j. _ 3/ lVx75x3oXi6 _ 3 /TTpëN 

183. Formules pratiques. — Au moyen des relations que nous 
avons établies et des coefficients numériques consignés dans 
les tableaux, on a pu obtenir facilement les formules sui- 
vantes, qui conduisent à des résultats suffisamment approxi- 
matifs dans les cas les plus usuels. Pour chaque nature de 
corps, nous les avons successivement représentées en fonc- 
tion de TefTort de torsion et de la force nominale en chevaux- 
vapeur. 
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Quelques praticiens, pour trouver le diamètre des arbres 
cylindriques soumis à des efforts de torsion, emploient la 
formule suivante : 



T 

n 



dans laquelle 



f 

K est un coefficient qui dépend de la matière; 
T le travail à transmettre en une minute; 
n le nombre de révolutions de l'arbre en une minute ; 
D le diamètre de la pièce en centimètres. 

Pour un arbre creux, on a aussi 

n 
D'après l'ingénieur Buchanan, on fait 

K= 2,23 pour la fonte, 

et 

K = 2,23 X 77 = 1 , 43 pour le fer. 

Des observations faites par M. Walter il résulte que le 
mode de fabrication influe notablement sur la valeur du coef- 
ficient K. Pour la fonte, il peut varier entre les limites 1,10 
et 1,86, et l'on peut adopter la valeur moyenne 1,6. Quand 
les arbres sont en fonte anglaise, K=: 1,10; mais il convient 
de ne pas descendre au-dessous de la limite minima 1,25. En 
admettant, avec Buchanan, que le rapport de la résistance du 
fer à celle de la fonte est égal à —^ on aura pour le fer 

K = -i^X 1,6= 1,028. 

184. Observation. — - Lorsqu'un arbre est à la fois soumis à un 
effort de torsion et à un effort de flexion, on calcule séparé- 
ment le diamètre de manière que l'arbre soit capable de ré- 
sister à chacun des efforts, et Ton prend la plus grande des 
valeurs trouvées. Par conséquent, si le grand diamètre trouvé 
est dû à l'effort de torsion, on l'adopte pour les tourillons, en 
ayant soin de l'augmenter de nr àj pour avoir le diamètre 
de l'arbre. 



DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE X. l\33 

185. Torsion d* un, solide soumis à raciion d* un effort donné» 

— Celte quesiion peut être résolue approximaiivemeni par 

rapplicalion de la formule 

ML 

Si le solide est cylindrique, 

, ttR* ttB* ., , 32ML 

Le moment des forces extérieures M étant P/, on a 

32 PL/ 



Cl = 



GttD 



Si la section est un carré dont le côté est 6, le moment 

d'inertie 1== ttj et il vient 



6PL/ 

186. Applications numériques. — i^ Trouver le diamètre 
d'une barre en fer rond capable de supporter un effort de 
torsion de 5o kilogrammes appliqué à r extrémité d'un levier 
de o'",2o de longueur. 

T^3_ P/ r)3_ ^OXQ,20 

""786880' "" 785880 ' 



_ 3 /5o X 0,20 „^^ 

2® Tromper le diamètre au collet d'un arbre en fer de pre- 
mière transmissiony sachant que le nombre de tours est 5o par 
minute et que la puissance nominale est égale à 20 chevaux^ 
vapeur. 

N 20 

B^zzz- XO;OOl822, D^'rr: --X 0,001822, 

* n 00 



Dzrri'/^X 0,001822, D=0"S09. 

V 00 

3" Quel est le diamètre de Varbre en fonte d*une roue 

hydraulique de la force de 60 chevaux^ sachant que le rayon 
Méc, D. — II. 28 



434 COliRS DE MÉCANIQUE. 

de V engrenage de transmission est de o",8o et que la roue 
fait 1 2 tours par minute ? 

TVT a. 

D3=: - Xo, 005446, D=»= — X 0,005446, 



D' = 5 X 0,005446, D= v^5 X 0,005446= o",3. 
En résolvant la question au moyen de la formule 

T 

n 

OQ a 

60 x6ox 75 



D=»=^ 1,6 



12 



puisque la quantité T représente le travail en une minute, 
rapporté au kilogrammètre, d'où 



Si Ton applique au même cas la formule de M. Roberston 

T 



V ^ 

il vient 



» — .3-V/l 



D^,,3,./6oX6oX75_ 
Y 12 



= 37S2I =0^,3721. 



4° Trouver y avec les données de V exemple précédent, le 
diamètre extérieur d'un arhre en fonte creux, dans le cas où 
le diamètre intérieur est les f du diamètre extérieur. 

— D — "^n^ 0,005446, ^ — = -jy- = 65D% 

d'où 

^^n. N ^ ^,,^ _ N 0,005446x81 

TT- D^ = - X o ,005446, D^ =: - X — 7^^ J 

01 n n 65 



y 12 65 
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Si le diamètre inlérieur est les | du diamètre exierieur, on 
appliquera la formule du tableau 

D^= -X 0,006280, D=VfJx 0,006280, D=o™,3i54, 

5° Trouver la torsion éprouvée par un arbre cylindrique en 
fer de o*", 12 de diamètre et de 5 mètres de longueur, sachant 
que Veffort égal à 200 kilogrammes est transmis au moyen 
d*une roue d* engrenage de o"*, 5o de rayon* 

32PL/ 32X 200X 5xo,5o , , 

a = j^ — rr- 9 a =2 X — y -. r- = o™, 004004, 

GttD* 6000000000X 3,i4x (0,12)* ^ v^^ 

et, pour le déplacement maximum qui a lieu à la circonférence 
de la base, on aura 

ar = o, oo4og4 X o, 06 = o^", 000246. 

Enfin le déplacement à la circonférence de Tengrenage sera 

o'", 004094 X o,5o = o"*,oo2o47«. 

187. Comparaison de la résistance d'un cylindre plein et 
d*un cylindre creux, Vaire de la section étant la même, — 
Considérons d'abord le cas où le cylindre est soumis à un 
effort de flexion. Soient 

r le rayon du cylindre plein; 

/•', r" les rayons extérieur et intérieur du cylindre creux; 

A Taire des deux sections égales. 

On aura 

A =: TT r' = 7: r'' — TT r"\ d*où r^ =r r'^ - r"\ 

Le moment de la résistance à la flexion pour le cylindre 

plein est 

Yr.r' _ Fffr^Xr^ _ FAr 

• 4r —' ^r ~" 4 
Celui de la résistance du cylindre creux a pour valeur 

Y [T:r'''-'Kr"' ) _ YT:[r'^-^ r"^ ) [r'^— r"^) FA(r^'-hr^^>) 

47 "" W ^"^ 4^ 

38. 
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Si, comme cela a lieu le plus souvent dans la pratique, 
/"r^-^ï celle dernière expression sera représentée par 

FA (r^^-f- \lr'') __ 4r Fr^^A _ 4i ¥r'k 
4r' "" 4X 25/' ~" 4 X 25 ' 

Prenant le rapport des deux moments, on aura 

25 r 
477'' 

puisque r"=^\r' de la relation 

f.2 __, ^/3 __ ;.^/5^ 

qui établit l'égalité des deux sections; on déduit 

r'=r"—-^lr'^=^\-r'\ d'où r = ^r', 

ei, en remplaçant r par cette valeur dans le rapport des mo- 
ments, on aura 

9.5 r 25 X 3 r' 1 5 

4T>' "~ 5x4»'*' "~ 4^ ' 

ce qui apprend qu'à volume égal la résistance du cylindre 

plein est approximativement le tiers de celle du cylindre 

creux, et que généralement, quel que soit le rapport des 

rayons du cylindre creux, la résistance à la flexion du cylindre 

plein de même section est toujours moindre que celle du 

cylindre creux. 

Il en est de même pour la résistance à la torsion. En effei, 

le moment de la résistance à la torsion pour le cylindre 

plein est 

T.TT/* _ TqTT r^ Xr' _ T,A r 

2r 2r 2 

et celui du cylindre creux 

•ir' 2r' ar' 

Si, par exemple, r":=i\v' , on aura pour la valeur du mo- 
ment 

T,A(r'-' 4--,Vr--0 _ 3 4T.Ar^^ _ 34 TçAr' 

2/' 25X2/' 25X 2 ' 
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ei, en établissant le rapport des moments des deux cylindres, 
on a 

25 r 

34 P* 

Les deux sjsctions élanl égales, 

7Tr»= 7r( r"—r"») ou r^izzr'^ — r"^: 

remplaçant dans celte dernière relation r"^ par sa valeur en 
fonction de r', il vient 

r^=r''-'-^r^'=\\r'' et r — j/', 

d'où 

2.5 r 25 X 4 '^^ ' ^ 

34 7"'34x5r'~77' 

Ces deux exemples mettent en évidence les avantages pré- 
cieux que présentent les cylindres creux dans la construc- 
tion des machines. 
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